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Introdugdo
E com grande satistaqao que aqui se aprcsenta o lwrc Pri-tlniNefiitirio Mdtefidtica 12 paft

a 12.'Classe-

Elaborado na sequencia do proiecto desen\.olvido para a 11.'Classe, plocuram os autores,

com o presente livro, contfibuir para a melhoria do ensino da Matematjca no nosso Pais,

cientes, por6m, de que o livro nao pode snbstituiro Professor, mas pode e deve selvt de apoio

e complemento as lieOes do Prcfessor.

Foi preocupalao dos autores o esclarecimento minucioso das quest6es, bemcomo a inset(;o
das mat€das no quadro de uma cultura construtiva que possa temperar e atenual, de algum
modo, a abstracldo inerente d Matem6tica.

(J livro encontra-se organizado cm oito unjdades de matErias para a 12.' Classe, de acordo

com as exigencias do Prosrama ern vigor para a disciplina.
As unidades iniciam-se com a indicalao dos objectivos especificos, de modo a que o Aluno

tenha um ponto de referancia e de odentagao pala o seu trabalho acad6mico e possa estar

consciente dos resultados que se preteDde atingir.
As unidades terminam com uma rehtao de exeacicios resolvidos seguida de um coniuoto

de exercicios propostos.

Nao se pretende que o Aluno se limite a ler um exercicio resolvido, mas sim que o resolva

con} a calma e a reflexao necessarias para que entenda a sua estrutura e saiba interpretar os

resdtados obtidos, de modo a que se torne capaz de resolver, com €xito, outrcs exercicios.

Deseja se que o trabalho ao longo do ano lectivo possa ser produtivo e recompensador

e que este livro possa se1, tanto para o Aluno, como para o Profcssor, um bom companheiro
e um punlu dc rluiu no dno lefii\o que dEora \e iniLi,r.

Todas as criticas e sugest6es, seja de alunos, seja de professorcs, serao bem-vindas, pois este

6 um proiecto qre s6 poderi melholar e evoluir atiav6s dos contributos de todos aqueles que

o utilizam.
Votos de um excelente ano lectivo.



Estrutura do Livro
Apresentamos agora as principais caracteristicas deste livro, para que seja mais iicil utilize-lo no

trabalho di6rio, quer na escola, quer no estudo feito em casa.

lndicafeo da unidade e do tema

lndicagao dos objectivos da unidade, para

ajudar a definir os resultados que se deseja

atintir com o trabalho realizado em cada

unidade e a avaliar o sucesso do trabalho

desenvolvido.

Textos explicativos,

exemplos, imaSens,

complementados por

desenhos, tabelas.

Conceitos destacados com um fundo de cor,

para aiudar a compreenseo da mat6ria.

No final das unidades, encontra-se um

conjunto de exercicios resolvidos, que

permitem fazer uma revisao da mat6ria dada,

seguido de um conjunto de exercicios

propostos, que se destinam a permitir p6r em
prAtica os conhecimentos adquiridos

Este llvro 6 acompanhado por um pritico separador para revis;o. com informacao muito iril.
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No fim desta unidade, deveres ser capaz de:
. definir o que 6 o m6dulo de um nrimero real;
. resolver equac6es e inequaq6es com m6dulos de forma gr6fica e analiticamente;
. construir Sriificos de fun96es modulares do tipo y: lf(x)le y = F(lxl);
. determinar o dominio, o contradominio, os zeros da fungao modular e indicar a monotonia

e a variacao do sinal da funcao m6dulo.

l[ Oetinigao do m6duto de um nrimero real
Sabemos que todo o rrimcro rcal tcm um sirn€trico- Por exemplo:

. o simatrico de 363

. osimatricode0a0

. o stmEtrtco de 161.
.55

O m6dulo ou o vahr absoluto de um nLitnero real d 6 deflnido como o valor num6rico desse

nimero, lem ter em conta o seu sinal.

Exelnplos
l. 4=.le +4 =.1

, r =i.*1 =l5555
:1. 0l=0

O m6dub de um nfmero real tamb6m pode ser de6nido da seguinte forma:

t,=] ""'' o

,,sP/ ()

ou ainda:

fp Propriedades do m6dulo
Os rn6dulos dc dois nrimeror rcais r e ): satislazen as tegujntes condiq6es:

lr+l <lr +l,r sub aditi\.idade

ix - ),1 : 1l-ll sub-aditividadc

lr I = xl. /l multiPlica(eo

' l',o"rd"or"r 0 orerel\.rldoodd viraot, tl

I



. Se xl'= a'z, entao lxl = Vd'.

. Sea>0,entaolirl :, ne d.axatl

. Sea>0,entao \ atl4ta:-o\/1>ct

@ lnterpretagio geom6trica do m6dulo

-d0

U. n.'rmero\ que di\ld m l? un tddde' dd ur:8em (do de-,

Exemplo

1. .\,/ \

Vamos constrrJir un1 quadro para veri6car a primeira propliedade.

Comparando as colunas,l e 7, veriflca se quc, de facto, lx + ll : xl + /1.

o m6dulo dc um nimero real a representa, num eixo rcai, a distancia entre o ponto il e a

origcm do sistema coordenado,

VJ rno. repre.crlJr d d r.ld nL id f,,r d. A..rm:
a = d(O, a)

Os rimems que distanr 2 unidades de 0 sao -2 e +2. Pot isso l-21= 2 e +21 = 2.

O m6dulo ]x - ),1 representa a distancia entre os pontos 1 e / sjtuados no eixo das abcissas

Isto 6:

l'- r = d(.,),



-'-{rr"o
I- 13+sl=d(3, s)

a Eid2d6 ll rsl=8

-50!

2. l-2 + 6l= d( 2,-6\

l-2+6)= 4

6-s432

Para calcular analiticamente o m6dulo ].x / , podemos fazer

tendo em atengao que o o6dulo de um n(mero real 6 sempre um valor nAo negativo.

Exenlplos
1. I s + 4I = - 4 - (-5) = - 4 + 5 = 1

2. l3-sl=s-3=2
3. lB 4=8-4=4

f[ Fungdo m6dulo do tipo y = lf(x)l e y = f(lxl)
Fun96o m6dulo do tipo y = lf(x)l

Vamos estudar o greflco da funEao fl.x) = l-{ l.

1." passo: Traca o griico da fun!;o f(x) = x 2.o passo: Constr6io gritflco de f\(x) = lxlatrav6s
de uma s metra em relae:o ao exo das ab.issas para

os pontos de ordenada nesativa.

!
F
l|.



1." passo: T drd o gr" rLo o un(;o f \ = 2 2." passor Constr6 o gdnco de f(x) = lx - 2l
atravds de uma simetria em rc areo ao eixo das

abcssas para os pontos de ordenadas negativas.

Vamos estudar o grefico da tunqao (.x) = l-x - 21.

Vamos estudar o glefico da funeao fl-x) = 11'z- 2l.

1." paiso: Comeeamos por representar o grailco

flx) = xl 2.

2." passo: Vamos estudar os zeros dafunrao. Zeros:

x1 2=0sex=0oux=2
3." passo: Vamos determinar o v6rtice. V6rtice:

(t, ).

,t." passo: Constroi o sranco de f(x) = lxr 2l
atrav6s de uma simetr a em rehEao ao elxo das

Fun96o m6dulo do tipo y = (lxl)
Vamos estudar o grafico da funqao flx) = | -x | - 2.

1." passo: ComeEamos por reprcsentar o grinco de

f(x) = x 2

2." passo: Constr6 o srdrco de f(x) = xl 2

atrav6s de uma simetria em reia!;o ao exo das



Vm6 eafDdar o $ri6co da fu n fao fi r, . -r. 2rl 3.

1." passo: Comeeamos por representar o gritn.o

f(x)=-xr+2x+l
2." passo: Vd 10. e..Ldd o.. ero. d" i.r ("o. Ze o.:

3.'passo: Vamos determ nar o v6rtice.
V6rti.e: ( , a)

4.' passo: Constrdi o gr;tn.o de (x) = -xr + 2lxl + 3

",d.;. d- .t ".iTFlr ,ia-n.-r\doro.i od".

l[l Dominio, contradominio, zeros da fungio,
monotonia e variaqdo do sinat de uma
fung6o modular

Vamos estudar diversos aspectos de funq6es envolvendo m6dulos, atmv€s da anelise dos seus

g166cos.

Vamos determinar o dominio e o contradominio da fimeao

f(\) = Dt - 11- 2.

ComeEa-se por construir o grefico da funqao dada.

Em seguida, faz-se a leitum do gieflco.

Dominio: x € lR

Contradominio: ),8 [ 2, + ca]

Dada a fun9ao (x) = -t2- 16 , vamos responder es seguintes perguntas.

Para que valorcs de .x 6 q].l.e fO) < o, f(t) > o e f(x) = o?

Para que valores de x 6 que f,6 crescente e decrescente?

Comeqamos por construir o gr6fico da funqao f



flx) > 0 para 11 € R:11 -4 
^ 

x+ 4]l.

lk) < 0 para x € iz, ou seja, a funEao nunca € negatlva.

f(x)=0parax= 4 ou .x = 4, v seia, os zeros da funEao sao 4e4.

(1) 6 crescente para -4 < x < 0 e parax > 4.

/(r) € descrescente para a < 4 e paft O < I < 4.

ou -x=OVx= I

Pela condiqao acima, x=-1e x = 0 nao pertencem ao conjunto-solulao por seiem menores
que 0,5. Logo, a soluEao procumda 6 x = 1 v 1 = 2.

@ Equag6es e inequag6es com m6dulos

Podemos, ainda, resolver uma equaeao modular considerando que se lx | = li, entao x, = ri,.
(t 4)' = 3'z + :<'z - 8a + 16 = 9 + x'z - 8x + 7 = 0
Como A = 36, entao x = 1 ou-x = 7.

Exemplo
1. Vamos rcsolver a equaqao l;r'z--r + 1l= 2x 1.

Para que seja possivel esta isualdade, 6 necesserio que 2x - 1 > 0 porque, como sabemos,

o m6du1o de um nimero real 6 sempre um valor nao negativo.

2t-1>O
Isto6:f,>0,5

Resolvendo a equaEao lxz x+11=2x 1l

x2 x+1=2x 1 ou ar-x+1=-(2_{-1)
x2-3a+2=O

Equag6es modulares do tipo lf(x) | = o

Vamos rcsolver a equaqao lx 4i = 3.

Vamos determinar, geometdcamente, os nimeros reais .x que distam 3 unidades do
nimero 4.

r-i }z', >
t214567

Os nrimelos que distam 3 unidades do nfmero 4 sao o 1 e o Z Isto 4 l.r - 4l= 3 se 1 = 1 ou

Podemos tamb€m resolver uma equa9ao modular usando a def,niqao do m6dulo. Neste

caso:

x-4=3 ou .x 4= 3

a=4+3 a=4-3



1\S=h-.lR:1<:Vx-:1.'22',

Inequa{6es do tipo lf (.x) | < .,
Vamos resolver a inequaqao lx | < 3.

A rcsoluqao consiste na determinagao do conjunto de nrimeros reais que se locahzam a uma

distancia inferior a 3 rnidades em reiagao a zero.

<-----\7, 

-l 0+3

2x-3<-2

zx<t-t<l

2x 3>-2 ou 2x-3 <2

zx>t*x<! ou zt<s-t<|
t={*.o,}.,.}}.

lnequag6es modulares do tipo lf(x) | o ou I F(x) | r o

Inequag6es do tipo lf (-x) | > a
Vamos resolver a inequaqao xl> 3.

A resolueao consiste na determinagao do conjunto de ndmeros reais que se localizam a uma

distancia supe or a 3 unidades em rclalao a zero.

-r:l-j p4
I

-r i, +l

O conjunto solulao 6 11 € R:ir < 3 vx > 31.

Em geral, a solulao das inequaq6es do tipolir > 4 sendo d > 0, 6 S = {x € lR: x < dvx>d}.

Excmplo
1. Vamos resolver a in€quacao 121- 3 >2.

o\t 2x-3 >2

ou zr>s--t>|.

o coniunto solugao 6 {.x € R: 3 < x < 3}.

Em geml, a soluCao das inequa96es do tipo xl< d, sendoa> 0,6S=tx€lR:-d <x<d).

Exemplos
1. Vamos resolver a inequaQao l2x - 3l < 2.



Tamb6m podemos resolver inequaq6es modulares usando a propriedade:

Se l1l< a, entao G)'< d'?.

Aplicando esta propriedade:

1zx -31< 2 +
(2x 3)'z < 22 € 4a'. -Lb( + 9 < 4
+412-12x+5 <0.
ComoA=64,entao:

15
22

t<S=lr€R:;<r<;1.

Vamos resolver a inequagao la - 3 | < l2x - 31.

Usando a propriedade em cima referida:

(\ - 3\2 < (bt 3 )'z a rz 6t + 9 < 4r2 -12,r + 9 + 3x2 + 6x < 0 a xz 2x > 0 + x = 0

2.

A soh9ao 6 2 < t< 3, isto € 2 < lxl < 3.

S=8€lR:.x<0v.x>2).

lnequaE6es do tipo olxl'z + blxl +c > 0 ou olxl'?+ blxl

vamos resolver a inequaeao l.xl'z slx + 6 < 0.

Comeeamos por fazer lx | = t e temos ,'z- 5t +6 < 0.

Em seguida, resolvemos a inequaqao P - 5x + 6 < 0.

Ze$s:t=2et=3

+c<0



Resolvendo a inequaeao 2 < .xl < 3, obtemos:

)xl>2 c lx :3
a< 2oax>2(l) e 3<-r<+:J(ii)
Determinamos a irltersecqao de (i) e (ii):

22

S= 1x € "q:-3 4 x a-2 v 2 a 1 a 31.

Lembra-te que:

. i.*, o

'-[ 
,,", ,

E tamb€ml

,,.., = ]
L (ax + 1'l

Exemplos
1. +5 =5
2. -s = -(-s) = s

Exernplo
f lir +

,. 1r^-,, =]
I o ':'

seax+b rDot> !

seax+D<oor< !

I
3

3



r0 I 26
l. Resolve a equaeio T - l,l* lrl< i.
Resolugao t0 I 26
Seia lxl= t, enteot < r + ; < T.

O mmc dos denominadores 6 l5t,logo:50t < l5t1+ 15 < 78t

Vamos separar as inequaeSes:

lst'z- 78r + 15 < 0

5r? 26r+5<0

^.=576 Is( s)(t-r)<0

t5r, _ 50r + t5>0
3t'z-l0r+3>0

3C-3Xt t)-0

t<5elxl<5
, ,1." t,,t , f.",, . -f u, ' I
A intersecqao de todas as solug6es 6:

ru
'.-+ + + j r s

llllS={x R:-5 .v 3 3 x -s s x 3 3 .{ s}.

2. Resolve a equacao l3x - 61= x -2.

ResoluCao

A conditao para que seia possivel a igualdade 6. x 2> 0 <> x > 2

Resotvendo a equagao:

| 3x-6=x-z [, "1
l3x-61=x-2 - j * 

I[3x-6=.x+2 lx=2
Loeo. S = {2}.

rlll,.i- *l 3--j , ,+-5 x s

t>3elxl>3<+x<-3Vx>3

l5



3. Resolve a equaEio lx'z - x + ll = | -2x.

Resolucao

Condigeo de exist€ncia:

Resolvendo a equagio:

x1-x+l=l-2x v
f+x=o V
x=ovx=-l V

I| 2x>0ex<:
-2

i-x+ I =2x- |

x'-ix+l=tJ

As raizes x = 2 ex = I nao pertencem ao coniunto-solutao da equagao dada por serem maiores
I

que 
2,

s = {_r,0}

4. Resolve a equaqeo lxl'- S1r1 = 6.

Resolueao
Vamos fazerlx l= t e teremos a nova equacao:

r,_5t_6=0er=_t v t=6,

lsto 6:

l,l = -t
Condieao impossivel

porque o m6dulo 6

l,l =e

nao netativo.

s = {_6, 6}.

5. Consideraafungio f(x) = lx'? 91.

5.1 Para que valores de x 6 que f(x) > 0, f(x) < 0, flx) = 0l
5.2 Para que valores de x 6 que f(x) 6 crescentel

5.3 f(x) 6 par ou imparf

5.4 F(x) 6 iniectiva?

Resolugao
Vamos, em primeiro lugar, construir o 8refico de (x).



5.1 flx)>0sexelR\t3)
f(x)<0sexea
(x)=0sex=-3vx=3

5.2 f(x) decresce se {x € R:x < -3 V 0 < x < 3}

5.3 f(x) 6 par porque f(-x) = (x). (x) 6 par porque o grdfico 6 sim6trico em relaqao ao eixo das

5.4 F(x) nao 6 injectiva porque para certos valores de x existe mais do que uma ima8em.

6. Efectua a operaqao lx + 2l + lx- llpara-2 < x < l.

Resolugao

r x+2sex --2
Ix + 2l = 

il-r-r<et.-?

I x-lsex> I

l,-ll=l
l-x+lsex<

S = lx+ 2l+ lx- ll= 3 se-2 <x< l.

7 Resolve as seguintes equag6es modulares:

7.1 lxl= 17

7.2 2=13
7.3 14xl= )
z4 l3x + 4l: ll
zs lsx-71-4=8
7.6 lx+21=3x-4
7.7 l2x 3l x=2x+l

Resolucao
7.1 lxl= t7

x=17vx=-17

7.2 l, = t3

x=26v x = --26

Iz8 lx-, - r=x

7.9 lx - 31= lzx + 41

zl0l3x-sl=13+4xl
zlllx'?3x+ll=l
7.l2lx1-x+ ll+ | =2x
7.13 x'1 + 2lxl- ts

7.3 l4xl= -2
Resolueeo impossivel. O m6dulo de um n0mero 6 neo negativo.

17
-.---

Vamos construir uma tabela de resultados:

)
^.+)1 r1 ,+2 x+)

x+ I x+ x1
\+) + \ | )xl ) 2x+



7.6

7.4 l3x + 41= ll+3x+4= llV3x+4=-ll
7x=-Vx=-5

7.s lsx - 7 | - a = I .<+ lsx - 7 | = t2
e5x 7=t2VSx 7--12

t9ex= 5 Vx= I

l,*21=3*-4
A condicio e que o modulo de um nimero e n;o negativo.

4LoSo:3x-4>0ex>j
lx + 2l = 3x - 4 <> x + 2 = 3x - 4 v x + 2 = -(3x 4)

2x=6v4x=2
_),=Jrx7_

tz
x = 2 

neo 6 solugeo porque nao satisfaz a condicio em cima.

lzx 3l x=2x+ l<+ 2x-31=3x+l
A condi(:o e que o mddulo de um numero (i n;o netativo.

I

Logo: 3x+ l>0ex>-j
2x_3 = 3x+ | v 2x_3 =_(3x+ t)

2
,x=_+v x = i

x = 4 nao 6 solugao porque n5o satisfaz a condiceo em cima.

Lr tr-, -r=,l*lx-il =x+ I

A condiq;o e que o modulo de um numero e nio negauvo.

LoSo;

x+ l>0<,x>-l
tttx ,-x+r r ,,r--(x+,)

tt
- 3- l(imPossivel\. '-i x= 1

x = -2 nao 6 solugao porque nao satisfaz a condicSo em cima.

7.9 )x 31=l2x+4lex 3=2x+4vx 3=-(2x+4\
I

x=-7 \/ x=-t

710 l3x sl=13+4xl<+3x s = 3 + 4x v 3x - s : -(3 + 4x)

x=-AV x=?
7

7ll lx'?-3x+ ll= l<+x'1-lx+ l= lVx2-3x+ l=-l
x=0 Vx= 2Vx= lVx= 3

7.7

7.4



7.12 l* x+ ll+ I = 2x <> l)('z-x + ll= 2x- |

A condigao 6 que o m6dulo de um nimero 6 nao negativo.
I

Logo:2x- I>0ex>,

lx?-x+ ll=2x-l <>x2-x+ l=2x-lvxt x+ l.-(2x- l)
x?_3x+2=0Vxr*x=0
x=tVx=2V)-_IVIA

x = 0 e x = -l nao sao solut6es porque nao satisfazem a condiEao em cima.

zr: x,+zlxl-rs=oe{

3 -\/11= \/1 3

1 -yQl + ls -t/11= tll - t + s,/, = 4

xl+2x 15=0sex>0

x}-2x-15=0sex<0

<>x-2+x-3=2x-5,sex>3
<)2 x+3-x:5-2x.sex<2

ll,r4. x=3
EJ

Itx=_3 *_5
x= 5 ex = 5 neo seo soluq5es porque nao satisfazem a condigao em cima.

8. Escreve uma expressao equivalente mas sem o m6dulo.

8.r 13 v7l
8.2 lt - \/11+ ls - \/rl
8.3 lx-21+lx-3l,sex>3
8A \x 2l+ lx 3l,sex< I

Resolugao

8.1

4.2

8.3 lx-21+lx-3
8.4 lx 2l+lx-3

9. Determina x se:

9.1 d(x, l) = 3

Resolufao
A distancia entre dois pontos x e x, 6 definida por:

d(x,, x,) = lx, - x,l

9.1 d(x, l)=3+fv- ll=3 <> x= 4v x=1
Graficamente:

x=) x=4

e.2 d(4. x) = 9 e.3 d(x,1\ = 7 9.4 d(-4, x) = -8



9.2 d(4, x) = 9 <> 14 - xl = 9 e lx - 4l = 9
<ex= t3 Vx=-5

9.3 d(x, -2) = 7 <> lx + 2l= 7 <> x = 5 v x = -9

9.4 d(-4,x)=-Sel-4-xl=-8elx+41=-S,6impossivelporqueadistancianuncapode
ser negativa.

,0. Resolve as inequag6es modulares se8uintes.

ro.r ]|l , s 10.2 lx+ ll< 13 10.313-xl > 12 t0.4 l7x 4l < s-x

Nota

lxl>o<>x<-ovx>o
lxl <oe-o <x< oseoe R*

Resolugao
xl x

r0.r ltl >set<-svr>s
x<-l0Vx> l0

10.2 lx+ ll< 13 € -13 <x+ I < 13

-14<x< 12

10.3 l3-xl > 12elx-31> 12<+x-3<-l2vx-3>
x< 9Vx> 15

l0Al7x-41<5-x
A condiqeo de existCncia: 5 -x > 0
<+x<5

l7x-41<s-x<>

t7

| 7x-4 >-(5-x\
-l | ,,-r.r-,

- -19-s=x€l;i8!

[ 
7x-x>4-s

L 7r*r.5*4 -{ 9x<8

I

;



2.r 1 8l 2.2 ls+91 2.3 2.4 15 el

l. Associa V ou F as seguintes proposig6es:

l.t lel=e
t.2 l7 -el=e 7

1.3 | 8l=-(-8)
172ri l, = t

t.s 17 el= 7 -e

2- lndica o m6dulo dos setuintes nImeros:

Verifica as propriedades 2, 3 e 4 da secaao 1.2 por

Calcula, geometricamente, os seguintes m6dulos:

l8 rol

5. Calcula, analiticamente, os seguintes m6dulos:

s.r l3 - 7l
s.2 l3+531
5.3 -t00 + 2341

5.4 5.8 + 3,0t25

6. Representa, graflcamente, cada uma das seguintes fune5es:

6.r y = l-xl
6.2 y=lt ax,l
6.3 y=lrJ-3x+21
6.4 y-lzx+ tl

Z Traea o grafico de cada uma das seguintes fung6es:

7.t y = 2lx1+2

7.2 y=xz+lxl+3
7.3 y--x1-lxl-6
7.4 y = 3lxl+2

Sobre a funcao l(x) = lxr / l, responde as seguintes perguntas:

9.1 Para que valores dex6 que (x) > 0, F(x) < 0 e f(x) = 0?

9.2 Para que valores de x 6 que F(x) 6 crescente ou decrescente?

3.

4.

4.t ls+41 4.2 3 + 5l 4.3 l8 4l 4.4 l) 3l

8

9

. Constr6io griflco e d6 o dominio e o contradominio dafunEaoy= x- 31.



10. Faz o estudo da monotonia e da variaqao do sinal e indica ainda os zeros e o contradominio
da fungao abaixo.

ll. Resolve as seguintes equaE5es modulares:

llx I Ill.4 h-2 =8

12. Resolve as seguintes equaeSes modulares:

t2.l lx ll=l3x+21
12.2 lx + ll = 3lx + 2l

I
12.3 lx + 3l= 2 x-
t7.4 lx, t l,l3x -21= 2

13. Resolve as seSuintes equac6es modulares:

r3.r l3x 5l = x 2

13.2 l2x + 3l=x I

13.3 lx'z-3x-21=2x-g
l3.a l3x 2l=3-zx
13.5 j5x 4l = 1 I

13.6 Jx-31=-21- I

14. Resolve as seSuintes inequat5es modulares:

14.l lx-21<3
14.2 l2x o,sl 14
14.3 l3x+ll-l>0
A.a l2-3xl2-2
la.s lx1 sxl ) 6

14.6 lxt - sxl16
t4.7 lxl < 2

ll.l lx-sl=9
tt.2 12+ xl= 4
ll.3 l3x+ 2l= 2



15. Resolve as inequaq5es seSuintes:

ls.l lxl'z-3lxl+2>0
ls.2 lxll-3lxl+I<0
ls.3 lxl'1 slxl+ls < 0

ls.4 lxl'?-9lxl +18 > 0

16. O grifico abaixo representa a funeao r, =lx'?- ll.

Resolve as seSuintes inequag6es:

16.l lx'l- ll> 3

16.2 lx1- ll! 3

16.3 01 lxz ll :i I

lZ Determina o dominio de cada uma das seguintes funt6es:

t7.t y='[iP
17.2 y - t/lx -11+ r

18. Resolve as seguintes equae6es:

18.l lxl'?+ lxl- 6 = 0

t8.2 x xlx-tl=a
t8.3 lx'z x sl= lx-21
18.4 l-x + 501 = 50

18.5 lx ,l=x- |

18.6 lx'?+ 3x 2l=2x-8



No final desta unidade, dev€res ser capaz de:
. aplicarformulas de factorial, arranios, combinaE5es e permuta96es de um nlmero para resolver

problemas reais da vida;

distintuir arranjos, permuta!6es e combinag6es;

aplicar a f6rmula de Newton para efectuar desenvolvimento de (x + y)., sendo n um ntmero
natural:

. reconhecer reSularidades em fen6menos aleatorios;

. aplicar probabilidades para resolu9ao de problemas priiticos da vida;

. calcular frequencias absolutas e relativas de um acontecimento;
, aplicar as propriedades de frequencia relativa para EAIculos de probab:lidades:
. calcular probabilidades de acontecimentos incompativeis equiproviiveis;
. resolver problemas de determinaeao da probabilidade de um acontecimento em casos

A hist6ria da teoria das probabilidades teve inicio com os iogos de cartas, dados c de roleta.
Isse 6 o motivo pelo qual h6 tantos exemplos de jogos de azar no estudo da probabilidade.
A teoria da probabilidade pcrmite que se calcule a probabiljdade de ocorrencia de um numero
numa experi6ncia alcat6ria.

f, Anelise combinat6ria
A andlise combinat6ria 6 a partc da Matem6tica que se dedica e contagem de elementos, {:1e

scqroncia de elementos or, ainda, e contagem de subconjuntos de urn dado conjunto. O conhe
cimento de aigun s conceitos d a teoria dc coojuntos permite-nos ter uma perspectiva rnais natural
do cilculo combinat6rio c das probabilidades, forneccndo ainda uma fcrramenta necerr5aria a

resoluqao de problemas rnuito simples, mas mujto frequertes, do nosso dia-a-dia.

l. Cardinal de um conjunto

O cardinal de um coniunto flnito /4 € o numero de elemento5 deste conjunro. O cardinal
do conjunto A represenla-)e por #A.

Exemplos
I \e,4 l,r.D.,.Jl di,,emo\ que ,],1 4.



cdlculo combinot6rio e probohilidodes

2. Sendo A = {1,2,3J e B = \a,b,cdl, entaol

#B=4
#(AuB)=7
#(AnB)=0

2. Complementar de um coniunto

t0

A = {d,e,f}

A\B = {4cl
Pode ainda ler-se:

A menos B

DiferenEadeAeB

3. Reuniio e interseceao de conjuntos

Lr B = 12,3,4,5,7,8,9'

AnB=14,51



4. Produto cart€siano

(J produto carteslano de dois coniuntos A e B € o conjunto de todos os pares ordenados que

se podem format indicando primeiro um elemento de A e depois um elemento de B. Representa-se

por,4 x B.

Exemplo
1. SendoA = {1,2}eB = {1,4,5,6}, entao,4 x B 6:

A x B = {(1;1);(1,4);(r;s);(1,6);(2;1)}(2,q;Q;s);(z,6)l

Notas facilmente que:

Algumas propriedades de conjuntos:
. AnB=ALIB

] 
nrimetras leis de uorsan

Cardinal da reuniao de dois coniuntos:

#(AuB)=#A+#B-#(AnB)

. Nrimero de subconiuntos de um coniunto com n elementos € igual a 2'

Exenrplo
1. A = Ia,bl
Os subconiuntos sao: a; {a}; Ib}; la,b}

Um coniunto com 2 elementos tem 22 = 4 subconiuntos.

@ Factoriat de um nfmero natural
Dado um nrimero natural ,r, chama-se factorial de ,1 ao produto dos n primeiros nrimeros

naturais, se ,7 f 1.

O factodal de,7 representa-se por fl|.
nl le-se <, facto aL' ou "factorial de ,".
Alguns casos especiais:

Observagoes
n!= n(n 1)(n 2)I



Cn culo combinot6rio e probobilidodes

(n + 1)l =(r+ 1)nI
(n 2)l=(n-2)(n-3)I

Exemplos
1.7 2l=2xl
1.2 3l=3x2x1
1.3 5l=5x4x3x2x 1= 5.4!

4!

1.4 |=n(n 1)!

2. Vamos calcular os factoriais seguintes:

2.1 5!+4!=12O+24=144

^^ r:-11 s.4:-4: y': (r+l) 6 l
" sl- 4: -5.4'.-4l.-It\-lt-4-2

.. 7l-81+6! 7.6 -8.7.61+bl
" s!J,! - s 7..! 61

/(7-s6+t) 48- (s6 1)./ ss

3. Vamos simplificar as frac!6es seguintes:

(n + 1)l (n + 1)nl
nl +(n+1)! n!+ (n + l) .n!

(n + r)rl
(l+n+1/.
n+l
n+2

(n - 1)l- (n - 2)l (n - 1)(n - 2)l- (n - 2)l
n (n 1)(n 2)ln!

$:4a l )
b--2Jln (n 1)

l[ Arranjos com repetigeo
Chama-se arranlo com repetieao ou arranjo completo a qualquer sequoncia formada por

elementos de um dado conjunto, Representa-se por'4, onde /r 6 o n(mero de elementos ol{le-

nados p ap.

Consideremos o seguinte ploblema: quantos ndmeros distintos, de 3 algarismos, podem ser

(scritos, no sistema decimal, com os algarismos 1,2, 3 e 4?

Os elementos do coniunto procurado sao sequoncias de tr€s algarismos, escolhidos de entre
os quatro algarismos 1, 2, 3 e 4. Deseja-se, portanto, que se determine o ntilnero de sequencias

distintas de tres algarismos, escolhidos entre 1, 2, 3 e 4.



111 121

112 122

113 123

114 124

131 141

732 142

133 143

134 144

211

212

213

214

441

442

443

444

64 sequ€ncias diferentes

Ora, 64 = 43, o que permite concluir que

Pam o nosso exemplo: 1A3 
= 4tr= 64.

Sabendo que M € um coniunto com dois elementos e P um coniunto com trCs elementos,

vamos calcular o mimero de aplicaeoes que 6 possivel definir de Mem Z

M= la,bl eP= 11,2,3]

Logo,

PaIa o nosso exemplo: 3A,= 3'z = 9.

@ Arranios sem repetigio
Chama-se arranio (ou arranjo sem repetieao) a uma qualquer sequencia de elementos, todos

diferentes, escolhidos entre os elementos de um coniunto dado. Representa-se por A'l onde,1 6

o nimero de elementos ordenadosp a/, sem repetiEao.

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranio simples de P, e designa-se por 4", a

todo o agrupamento do p elementos distintos.

Ae= n(.n - 1)(n 2) ... (n ? + 7)

p factores

Exemplos
L. A12=4x3=12
2. As.=5x4x3=60
3. As,=5,4=20



Genemlizando para o armnio de/I elementosp a p, podemos escrever que:

Exemplos

r 16 - 6l,. .. r (6 J)l

_6xsx4xl.-/.
= 12O

2. Vamos determinar ,i, sabendo que A,, = 156.

-n!4', = G:r, por isso:

nl --
(n-2)l =156 -
n'zn-156=0
n=-12vn=13

n(n l) !in- +/1

C6lculo.omhino16rio e p,obobilidades

Observa com atengao:

3I

5x4x3v2x1
3t2x1

3I

5l

5x4x3x2i1
3x2x1
(s 2)r

*"=;rl

b-:zir

,r = -12 nao serve porque, € N e 12eN.
Logo, a soluEao 6,] = 13.

3. Um cofue possui um disco marcado com os digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, Z 8, 9. para abrir o cofre
6 precjso conhecea o segredo. O segredo 6 marcado por uma sequoncia de tr6s algarismos
diferentes. Se uma pessoa tentar abrt o cofte, quantas tentativas devere {azer para abri-lo?
As sequAncias serao do tipo d rc. Como a ordem dos tros elementos 6 fundamental, trata-
se de um arranio de 10 algarismos tr6s a tres.

1re - 10!

' 00 3)r

=10x9xB
= 720



I

4. SendoA = la,bleB = {1,2,3}, determina quantas aplicaedes injectivas 6 possivel deflnir de

AemB?
Numa aplicaEao injectiva, nao he imagens repetidas, Io8o, o ntmero pedido € ,4tr,.

A3"=3x2=6.

p[ Permutag6es
Chama-se permutaEao de,? elementos de um conjunto finito,4 a qualquer armnio que tenha

todos os elementos de A.

Designam-se os permutaloes de ,7 elementos por:

P,lC-se permutaqao de ri.

gxemplos

r. P3=3l
P3=3x2x1=6

2. Ps= 5l= 12O

3- Com as letras da palavra MAPUTO:

3.1 Quantos anagiamas podemos escrever? Nota: <anagrama, refere-se a uma palavra

com ou sem sentido.

P6= 6t = 72O

3.2 Quantos anaSramas comeqam por M?

Fixando M, podemos permutar as restantes cinco letras M - - - - -, isto 6, 5! = 120.

3.3 Quantos anagramas comeqam por T e terminam por P?

Fixando as letras T e B vamos permutar as outras 4 letras T - - - - q isto 6, P-4

Logo, existem 24 anagramas que comecam por T e terminam por P

4. Vamos calcular o valor de ,7, sabendo que P.,,- 120.

120=5x4x3x2x 1= 5l

P1"*r, = (n+l)!

Entao, (n+1)! = 5!

n+1=5+n=4



Cd l.ulo .ombinot6ri. e .r.l,ohilid.de(

l[ Combinag6es
Chama-se combinaGoes de n elementos agrupados p a 1, e rcpresenta-se por C'p ao nrimero de

grupos que se podem formar com p dos ,7 elementos, diferindo uns dos outrcs pela natureza dos

Observaq6es
Cr representa o ndmero de subconiuntos de p elementos que 6 possivel formal num conjunto
de ,1 elementos.
p pode tomar valores de 0 a ,7, inclusive.
Co=1;C",=1;V.€N

Exemplos
1. Vamos calcular as combinac6es seguintes:

151

12K.1s lzrl
ls.14.13.121

)zt . 3!

15.14.13= 3.2.1
=5.7.13
= 455

' 5! .Jl
8.7.6

4.7.2

=56

2. Vamos determinar n, sabendo que C, = 231.

c,= 231

n! 
= 21't = 

t(n - 1) 
= z:rZl(n 2)l 2

n'z r 462=0
.t-4lv1r=22
A \olusao 6 ri = 22.



3. ]]retende-se escolher trts alunos entre cinco candidatos, para formar uma comissao

desportiva da escola, sem taretas diferencjadas- Dc qrantas maneiras diferentes€ possivel

fazer a relaEao?

Lendo corn atenEao o problema, conclui-se que, afinal, ele consiste em determinar o
nlimero total de subconjuntos de 3 elementos de um coniunto de 5 elementos. Isto 6,

calcular C:..

- -I.2t
5.4.31

= 
31. 21

2l)

=10

Loso, a escolha pode ser feita de 10 maneiras diferentes.

Varnos agora ver outras aplicaloes pr6ticas.

Dxemplos
1. Um eleitor deve eleger, entre cinco candidatos, um presidente, um secreterio e um tcsou-

reiro para autarquia local. De quantas maneiras difercntes pode tazer a escolha da

comissao?

A ordem na escolha dos elemertos determina uma comissao diferente da outra. Trata-se,

pois, de um problema de arranjos de cinco elementos 3 a 3.

A33=5.4.3=60.

2. Um eleitor deve eleger entre cinco candidatos um presidente, um vice-presidente, um
administrativo, um secreteio e um tesourciro para autarquia local. De quantas mrnejras
djferentes pode fazcr a escolha da comissao?

A ordem na escolha dos clementos determina uma comissao difcrente da outra. Trata se,

pois, de um problema de arranjos de cinco clemrnto\ 5 a 5. I uma permutaqao.

P.=51=5.4.3.2.t=t2O

3, Uma turma da 12." classe quer eleSer, entre cinao alunos, uma comissao de tres alunos
para organizar r.1ma festa. De quantas maneiras diferentes pode fazer a cscolha da

c()missao?

A ordem na escolha dos elementos nao determina, necessariamente, uma comissao dife-
rente da outra. Trata-se de escolher gnrpos de tr6s alunos. E um problema da combinaEao

de ciDco elementos 3 a 3.

a:= - =tor ltrs |t



C6l.u o.ombiioi6rio e p.obobllidodes

Propriedades da fungio C.^ de n e P,tr
A tormula C,- = --- e uma func;o de n el que goza das seSuintes propriedades:t pt( p)l

Propriedade 1

Quaisquer que seiam os inteiros ,, eP tais que,1 > P > 0, tem-se:

Denlonstraqeo

c. nl
-. P (n-p)l(n-(n p)l

(n-p)l(n n+p)l

Isto 6 C. =C,

Propriedade 2

Quaisquer que seiam os inteiros n e P tais que n - 1 > p > 0, tem_se:

C'=C, I+C'r

I)emonstiaCAo

C" =C"-10+C. 1p 
,

rro- 1)! = p!

l-p)(n-p - 1) = (n p)l

(n - 1)l
p!(n-1-p)l (p 1)l(n-1-p+1)!

(n - r)l (n - 1)l
p\n:1, - 

rp rlm
rr - a/:

1)l(n - p)I

(n 1)l p(n 1)l
p\n -p- l)! - p(p 1rl.r - pX

(n-1)!(n-p) . p(n-r)!
Eln- 1Itr1 p) ' pl(r1- pil

(n - 1)l(n p) p(n-1)!= p(n-px -p(nrx

_(n-1)l[(n-p)+p]_ n!
p!(n p)! pl(n - p)!

Ol-Fova que C" . 

t + C - t p ; C, t.



Exernplos
ql

2 t(\ 2)I

5
- 2)- ?l

€ lO= lO

5!
(5-211(5-5+2lL

2. C6Lr+C6Lrr=C164

s! sl 6lCJr+C' =L, : tl! * l2t = +f2l

5 .41 5 .4.31
4\* t'D =

5+10=15
15 = 15

Triingulo de Pascal

Coloouemos os numtros a em sucessrvas linhas, formardo rlm triangulo eLluilatero.

(-, .,
c'o C'zr cr,

c3o cr, c32 crr

ObservagSes
. Na 1.'linha, colocimos Clro = 1
. Na 2." linha, colocemos C i = Crr = I
. Na:l."linha,colocanrosCro=C'r=1;C',=Crl,+C'rdeacordocoma2.'propriedadeeassim

srJcessivarnente, lsto 6:

1

1l
t21

]:I:JI
14641

Observae6cs

Qlralquer terno de triingulo € igual e soma de dois nilmeros coiocados imediatamer-:

6.5.,11
1t.2

. Forma-se, assim, um triangulo de niimeros quc pode ser ampliado con1 novas linhas. E =
triangulo 6 designado .triangub aritir6tico". Tamb6m podc scr designado "trlanSulo :.
TaItaglia' ou .tliangulo de Pascal,,, dois rnatcnl,ticos do s6culo XVIII (o primeiro italian: .
o segundo francor.



illr
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l[ Bin6mio de Newton
Ja conhecemos, por exemplo, o desenvolvimento do quadrado de uma soma- Vamos agora

estudar uma f6rmula simples que nos permitiri esclever o desenvolvimento de qualquer bin6mio
de expoente natural, (x + ,')".

observag6es
. Para n= 0, (a + /)o = 1

. Para ,7=1, (x + y)1 = 1i + ly1

. Para n=2, (x + y)2 = 1xT + 2x1y1 + Ia\P = btzyo + 2xz t)P 1 + 11'z-1,

. Para ri=3, (t + y)'= 1x'f +3x'y'+3x'y'+ I^af =1r(T + 3r3 ,r 'z+31r 73 1+ba 3f1

Analisando os expoentes do.{ e do, nota-se que:

os expoentes de.x decrescem da esquelda para a direita
os expoentes de / crescem da esquerda para a direita
os coeficientes sao as combinaCoes C3o, Cr, Cr, c]a

O que quer dizer que que podemos escrever, para n = 3:

(x + ),)3 = c3o a)r'r r+cr,a I 2 + c12ri3-'y! 1+ c3r x3 ry'

= c3 o it3 + c3ley + c32xf + C3 y'

Generalizando, por indueao empirica para um bin6mio de expoente , € N qualquer, teremos

af6mula conhecida por a f6rmula de Newton:

lGr, usando a nota(ao de somatdrio:

Bin6mio de Newton

k nplos
(x y)3 = Ctat3 + C3/2( y) + C3,x (-y)'z+C3.(-y)3

(t-y)3=x3-3t?+3xf-y'

(, - y)a = Ca/ + Ca l(, + Ca2xzyz + C43xytr + C'St
(a-y)'= an + 4xxy + 6:17! + 4:qF + f

Calculando 993:

99= (100 1)l

= 1003 3.1002.+3.100 1

= 1000000 - 30000 + 300 - 1

= 970299



Observae6es
O desenvolvimento de (1 + /)" tem + 1 termos

oscoeficientesciodesenvolvimentodobin6miodeNewtonsionimerosinteilosedesignam-
se por coeticientes binominais.

Os coeflcientes binolninais dos termos equidistantes dos extrcmos sao iguais lsto 6'

T =Cd.rrr. t eot,,moJ{rrdldi,oe\en\olvirnento

A sequ&lcia dos coeflcientes binominais para um dado valol de l? 6 clescente at6 certa ordem

c decrescente depois dela. O valor meximo € atingido para:

p =l+ ou p = !:l se ,? . impar

sen6par,

Exemplos
1, Vamos determlnar no descnvolvimento de

1-1 O tcrmo de maior coeficiente.

p = | = +, por isso o desenvolvimento de

coeflciente 6 o qrrinto.

'. = c', o,( il'=^(i)'
1.2 (Js termos de coeilcientes iguais.

L)e acordo com o ponto 3 das observa!6es, os termos de coeficientes iguais sAo:

o 2-' e 8."

2. Sem efectuarmos o desenvolvirnento d' bln"mro l;t'-L] ' \Jmosa\erisuarseexisteno

desenvolvimento algum termo em id e, em ca5l] JErm'rti\o' vamos cal!ular esse termo'

Recorrendo ao termo seral, temos:

'l =C r\, L'. .( \ r-)"r rr

Como queremos.r com o expoente 8, fica:

xu rr=13e14 3p=Bep=2

Logo, existe esse termo,e 6 o terceiro termo' o seu valor 6:

'1 
1 - Cl,. x3 (-\'z = 2113)t'

\'-tl'
(, il-"' 9 termos e o termo de maior

36
,i- ---..---l;ti il.i



3.

c6.u o ..nb not6,io e F,obob dode'

vamos mostrar que I + !8 6 uma das raizes de lre;iali.
Que.emo,pror2rqlr.,l-Vll 28 loy'l.Ord.
(1 + ra3), = C4,, . r + C-, . rB + C,. (r,g)z + c{. . (14O3 + cir . (143)4

= 1 +,hG + 6V3'+ 4r,€j+ r,€r

=1+416+18+12\A+9
= 28 + 16V3

Isto 6, (1 + rgf = 28 + 1615.

f[ Probabilidades
O calcr.rlo de probabilidades iniciou-se no s€culo XVII, com Pascalre Fennat2, quando estu-

davam quest6es iigadas aos jogos de azar. O c:ilcrlo das probabilidades 6 actualmente o ramo

lundamental da Matemetica para o estudo da Lstatistica.

Fen6menos aleat6rios

Um fen6meno 6 aleat6do se a sua realizalao depende inteiramente do acaso.

Exemplos
1. O aparecimento de <cara, ou (coroa) no lanEamento de uma moeda ao ar.

2. O aparecimento do ponto 5 na tice superior no larqanento de um dado.

E sobre os fen6mcnos alcai5rios que vai incidir todo o estudo das probabilidaLlcs.

Acontecimentos - espago de aconrecimentos

\a queda de uma moeda langada ao ar, apenas pode verificar-se dois resultados distintos: cara

O conjunto dos resultados € U = {cara, coroa}.

O conjunto de todos os casos possiveis relatiYos a una proya 6 chamado espago de
aco tecimentos,

Chamamos acontecimento a qualquer subconiunto do espaqo de acontecirnentos.

Exemplo
1. "Sair cara" no laneamento de uma noeda 6 um acontecimento.

Blase Pascal (1623-1652), matemitico e fisico franc6s.

Pierre Fermar (1601 - 1665). maremrtico frances.
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Acontecimento contrarlo

OacontecimentocolrtleliodeA€oacontecimentoqueconsistenanaoveriflcagabdeA.
lsto 6, 6 o coEjunto complementar de A'

{) acontecimento contririo de A designa-se por A'

ExemPlos
1. lisair cara no lancamento de uma rnoeda 6 o acontecimcnto'

2- ,t, sair coroa nu lanqamento de uma moeda 6 o aconteclmcnto contr6rio'

Acontecimento uniio

(J acontecime[to uniao de clois acontecimentos A e I] 6 o acontecimerlto que consiste na

vedflcaeao de, pelo menos, um dos acontecimentos'-o 
uaor-rr"al-",],o uniao deA eB 6 o conjuflto reuniao deA com B Representa_se pol

ALlBouA+8.

ExerI1plo
1. No lanqamento de um dado,

tecimentos "sair 2', "sai1 4" e

121 rr (4i r 16) = 12, 1,6)

.sair nimcro par' 6 um acontecilnento renniao dos acon_

.sair 6,:

acontecimcnlo certo

5, usair rlrimcro lnenor que 7'

Acontecimento intersecaao

O acontecimento interseclao de dois acontecimentos '4 
e B coosiste na realizaqao simul-

Unea do\ doi\ aconlecimenl05'

O aconteclmento intersecqao replesenta_se por A o B ou A B'

ExemPlo
i. 

"l 
turrrr-"rr,o o" urndado, "sair 2' 6um acontecimcnto intc$eccaodos aco tecimentos

A = lsail um nimclo 1)arl = 12, 4' 6l e 3 = {sair um niimero primol = {2' :l' 5):

Ar3={2}

Acontecimento certo

(J acontecimento certo relativo a uma prova 6 aquele que se velifica sempre qrre se realiza

a plova.

Exemplos
t. Nir langarnento de uma moeda' usair cara ou coroa' € rlm

2. No lanqamento de um dado 'om 
faces numeradas de 1 a

6 um acontecimento certo'
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Acontecimento impossivel

Exemplos
1. No lanEamento de um dado com faces numeradas de I a 6, "sair n[mero B" 6 um acon-

tecimento impossivel.

2. Na queda de uma moeda langada ao ar, .sair cara e coloa) 6 um aconte.imento
impossivel.

Acontecimentos disjuntos

Observaq6es
Um acontecimento e o seu contrafio sao complementares.

Dois acontecimentos incompativeis nao sao, em geral, contrarios.

Defi niEdo frequentista da probabilidade

O conceito de fiequoncia relativa estudada na estatistica este directamente ligada ao conceito

&probabiljdade.

Exemplo
1, Vamos determinar a frequoncia relativa do acontecimento (aparecimento do nimero 5,

no lanlamento de um dado perfeito numerado de 1 a 6".

Observa o quadro de resultados experimentais.

A experi€ncia con stata que a frequancia relativa re aproxima de ] i medida que se aumenta'6
o ndmero de lanlamentos. lsto 6, as frequencias rclativas tendem a estabilizar-se num
valo. determinado.



A constataCao que retiramos do exemplo leva-nos a cnuncial a probabilidade do seSuinte

modo:
Numgrande nLimero de prova s, a frequ€ncia relativa de umacontecimento tende a estabilizal_

se ern torno de ndmero que coincide com a sua probabilidade,

Definigio axiomitica do conceito de probabilidades num espaEo finito

A nolao empirica dc probabilidade liSada ao conceito de lrequoncias relativas 6 inaceitavel do

ponto de vista de rigor matcmatico.

To.lavia, foi baseando se na noEao frequentista que Kolnogrov, em 1933, estabeleceu rlSoro_

samente a axiomi:itica Llo celculo de prcbabilidades.

Seja Uo espaeo de acontecimentos e P(U, o conjunto das suas paites, chama-se coniunto

de partes de um conjunto ao coniunto de todos os seus subconjuntos. Denomina_se Ploba-
bilidade uma aplicagao de P de P(U) no coniunto 10,11 de nimeros rcais que obedece aos

seguintes axiomas:
. VAeP(U):P(A)€[0,1]
. P(U)=1
. VA E P(U), VB € P(U) se A N B = O, entAo P(A U B) = P(A) + P(B)

Coioliirios
l. A probabilidadc do acontecimento contririo de outro acontecinlcnto obt6m-se subtlailldc

1 A probabilidade do acoltecimento de que elc 6 contrerio

P(A) = 1 P(A)

2. A probabilidade cle um acontecimeuto impossivel € zero.

3.

1.

P(o) = 0

Se A, 3 e C sao acontccimeitos incompativeis dois a dois, entao:

P(AuB u C) =P(A) + P(B) +P(C)

Se A c ts sao dois acontecimentos incompativeis quaisquel, entAo:

P(A u B) =P(A) +P(B) P(A nB)

Definigio clissica (lei de Laplace)

Quando Ianeallros urna moeda equilibrada, aceitamos que qualquer unu das suas faces:'j
exacta lente a mesma possibilidade de aparecer que a outra. Isto 6, a probabilidadc do acc:_-

cimento /'ir 6 a mesna do.4?. L)izernos, entao, que os acontecilnentos elementarei !:
cquiprovSveis.
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Lei de Laplace

Se os acontecimentos elementarcs sao equiprcvAveis e incompativeis dois a dois, a probabili-

dade de um acontecimento A 6 i8ua1 ao quociente entre o nimero de casos favoreveis ao

acontecimenlo e o nimero de casos possiveis.

Exelnplos
1. Vamos calcular a probabilidade de que, num lanEamento de um dado pefeito com as

faces numeEdas de 1 a 6, se obtenha:

1.1 Um ndmerc par

A = J2, 4, 6l - o nfmero de casos favoraveis 6 3.

U = [1,2,3, 4, 5,61- o nirmero de casos possiveis 6 6.

:l 1

P(A, = :- =: ou P(A) 0,5 = 500/6.
6Z

1.2 Um nimero nao infedor a 5

A = {5, 6J - o ndmero de casos favoieveis 6 2.

U = 11,2,3, 4, 5, 6l - o niimero de casos possiveis 6 6-

71
P(At = 1= i.

Extrai-se uma carta, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Vamos calcular a probabilidade

de que:

2.1 A carta extraida seja um rci
Num baralho h6 4 reis. Por isso, o nfmeio de casos favoreveis € 4.

O nrimero de casos possiveis sao as 52 cartas do baralho.

D,^r- 1- l
""'- s2 - 13

2.2 A carta extraida seia copas

Num baralho he 13 copas, pot isso:

",^' - 
13 1

""'-52-4'



l. Seis amigos fo.am lanchar a uma pastelaria e

sentaram-se ao acaso numa mesa rectangular

com tr6s luSares de cada lado.

Vamos determinar a probabilidade de dois

desses amigos, a.loana e o Rui, flcarem

sentados em frente um do outro.

ResolugSo

O nimero de casos possiveis corresponde aos lugares ocuPados Pela Joana e Pelo Rui. lsto 6,

c",
O ntmero de casos favoreveis 6 3, porque na mesa he tres Possibilidades de ficar um em frente

2. O Ant6nio abre. ao acaso, um ,ivro, flcando i vista duas p:iginas numeradas. Qual 6 a Proba_

bilidade de a soma dos nimeros dessas 2 piiSinas ser imPar?

ResoluCao

A soma de um ntmero par com um nLlmero impar 6 iSual a um nrmero imPar. Ora, das duas

peginas numeradas, uma tem ntimero par e outratem um ntmero imPar. Trata-se de um aconteci-

A probabilidade do acontecimento 6 l, isto 6 P(A) = l.

3. Dos ouvintes da Radio 14oeambique, 37% ouvem o Programa (RM Desporto), 53% ouvem

o programa (Ngoma lYo9ambique) e lS% ouvem ambos os Programas. Ao escolher aleato-

riamente um ouvinte desta estaeao radiof6nica, qual 6 a probabilidade de que:

3.1 Escute apenas um dos referidos programas?

3.2 Nao escute nenhum destes dois programasl

ResoluCeo

Observa o diagrama que ilustra o problema colocado.

33P(A)=ci= =0,2.

3.r P(A) =

P(A) -

3.2 P(A) =

P(A) =

22+38 60

t00 t00 -- - Nsoma

zlx

s". 
I 

I

-,,..
75%

3

a
25

roo
I

1

42



c6.r o.oml nrnr, o e !rob!b .l.der

4. A Zinha prepara-se para realizar um exame. Ela deve estudar 100 temas dos quais tr6s,

escolhidos ao acaso, saireo, de certeza, no exame. Por verias razSes. a Zinha prepara
I

aPenas 
4 

dos temas.

Vamos calcular a probabilidade de que ela tenha estudado s6 dois dos temas que sarrao no

Resolucio'tt
A Zinha DreDarou dos temas. islo e - ' 100 = 25 temas.44
O nrmero total dos casos possiveis de sairem tr6s temas dos 100 6 Cr00r.

O nimero de possibilidades de sairem 2 dos 25 temas estudados 6 C5r.

C nimero de possibilidades de sair I dos 75 temas neo estudados e C5.
C nrmero total dos casos favoriveis 6 C5 Csr.

CI ,C3

;. Considera duas linhas consecutivas do triangulo de Pascal, das quais se reproduzem alguns

36o116.....
t20 b

lndica o valor de d e de b.

Resolueao
\o ffiangulo de Pascal, um termo da linha seguinte 6 igual a soma dos dois termos consecutivos

= :nha anterior Por is

i5+ a= 120

::126=b

i.:solvendo o sistema

)5-o=12Q
o= 120-36

o+ 125=b
b=210

\uma turma da Escola Secund:iria de Cambine he 27 alunosi l5 rapariSas e l2 rapazes.

C chefe da turma 6 o Carlos.
)fetende-se constituir uma comisseo para organizar uma festa, A comissao deve ser

=ormada por 4 raparigas e 3 rapazes. Ficou combinado que um dos 3 rapazes da comrssio

:eri obrigatoriamente o chefe da turma.

a.l Quantas comiss6es diferentes se podem formarl

-..2 Admite que os 7 membros da comisseo, depois de eleitos, n:o posaram para uma

fotografla. Supondo que eles se colocaram ao acaso, qual 6 a probabilidade de as

raparigas ficarem todas juntas?
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6.1 A turma tem 15 rapariSas e 12 rapazes e o chefe 6 um raPaz.

As quatro meninas podem ser escolhidas de Crs, modos diferentes.

Como o Carlos faz parte da comissao Pela forca do acordo, enteo os dois raPazes Podem

ser escolhidos de Crz modos diferentes.

N=c", c'r = 75 075

O ntmero de comiss6es que 6 Possivel formar 6 75 075.

5.2 As raparigas devem ficar juntas.

RI'4M 14 MRR

MMI.4MRRR

RRI'I I.{ M IY R

RRRI.4MMI'-1

R rapazes; M rapariSas

O bloco das quatro rapariSas e tres

rapazes pode disPor-se de 4! formas

diferentes.

Por sua vez, as raparigas podem Permutar entre de 4l maneiras.

O nimero de casos favorrveis 6 7l

4t.41
A probabilidade pedida 6 P(A) = = 0.114.

Z Os quatro primeiros nUmeros de certa linha de trianSulo de Pascal s6o l, ll, 55 e 155.

Determina os iltimos tr€s nimeros da linha seguinte.

Resolucao
Os tr6s primeiros nimeros da linha seSuinte sao 1,12, 66

I ll 55 
'65t 17 66 220......

Pela propriedade Ce = c" p os tres tltimos nilmeros sereo 66 12 1
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l. Calcula os factoriais seguintes:

t0lll rz
4t .7tl'2 
6 ,sr

t03ll3 
totl
200 t! + 2002!

t.4
2003!

20!- t8l
'' t9!

2t! t9ll5 
19! +20!

2. Simplifica as seguintes fracq6es:

z't 
1n * ttl

n!
2.2

2.3

14

(n - 2)! +(n-l)!
(n+ l)!(n+2)

nr + (n- t)r

n!

(n - I)l(n'7+ 3n + 2)

(n+ l)!- 2n!

2.5'- (n+ l)! +(n-l)!

Calcula o valor de n, sabendo que:

rn - ll!
3.1 

-=s6
(n J)!

ln 5)l I

3.3 (n-l)l n=24

rn - 2l!
(n J)l

fn + 3i!15 =50n!

/n + l\! + 2/n + l\!tA ' ' =ll-- (n+2)! +(n+ l)r
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4. Determina n. sabendo que:

4.1 Pe",,) = 120

4.2 P.= 720 x A'..

4.3 i =21

5. Sabendo que c', = 6 - n, calcula p de modo qrc c, )r = cnt 
e ,'

6. Determina n de modo gue seia 7 A'r-9(A'15+A''11)

7 Um restaurante tem. Para constituieeo de uma ementa turistica (Llm Prato PrinciPal e uma

sobremesa). 5 pratos diferentes e 6 sobremesas diferentes De quantos modos diferentes

pode ser constituida, neste restaurante' uma ementa turistical

8. Considera dez Pontos diferentes A, B, C, ... de uma circunferencia'

8.1 Quantas rectas distintas deflnidas Por esses l0 Pontos?

8.2 Quantos triangulos distintos seo determinados Pelos l0 Pontos?

9. Determina o nimero de comiss6es com tres membros, sem diferenciaeao de fungdes que

podem ser formadas. escolhidas entre 5 raPariSas e 5 raPazes'

9-l Sem qualquer restrigao.

9.2 Corn dllas raParisas e um raPaz-

IO. O Vinicio tem 4 discos de Zico, 3 de Stewarc e 3 da Dama do Bling Dequantos modos

diferentes pode o Vinicio oferecer tres discos de autores diferentes ao seu amiSo Carlos?

ll.Numareunieoestaol2Pessoas.Quantascomiss6esde3membrosPodemserformadas
com a condiEao de que uma determinada Pessoa A esteja semPre Presente e uma outra

pessoa B nunca ParticiPe com a PessoaAl

12. Simplifica as fracA6es seguintes:

ln+3)l(n+l)l
12 l n!(n+4)

t2.2
(n + 3)l +(n+ l)!

(n + 2)!

tn+ l)l +{n- l)!l2.l - J-
t2.4

(n+ l)!- 2nl

(n+l)!(n-l)!
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! Calcula n, sabendo que:

3.J A, ,=56
13.2 C" r7 = 28

13.3 C".r", = 16

13.+ Lr" = qa-,
a6

13.5 3A"r = 5(A' r + A" '1,)

7
13.6 C"5 = ts A-rr

r. Para acompanhar a seleceao nacional na Copa de Africa, 6 preciso formar-se uma equipa
media que integre dois m6dicos e tres massagistas.
Sabendo que estao disponiveis quatro m6dicos e cinco massagistas, de qLrantas maneiras
diferentes pode escolher-se a constituiqao da equipa m6dica?

; Virias pessoas encontraram-se numa festa, tendo cada uma delas cumprimentado cada das
ourras com um aperto de meo.

Algu6m contou que ter|i havido exactamente 78 apertos de mao. euantas eram as pessoas

a Esta a organjzar-se uma visita de esrudo de uma turma da 12.. classe mas, devido a pro-
blemas de instalac6es do local a visitar, apenas podem deslocar-se 9 pessoas que deverao
Cepois apresentar um relat6rio Aqueles que neo puderam ir. No grupo. devere incluir-se dois
professores da turma e um membro da DirecEao da Escola.
Sabendo que a turma tem l5 alunos e 6 professores e a direcqao tem 5 membros.
de quantas maneiras 6 possivel organizar a comitiva?

-. A Direcqao de uma associaqao de estudantes tem oito memb.os, De quantas maneiras
diferentes podem ser escolhidos, entre eles. um presidente, um vice-presidente, um
secreterio e um tesoureiro, sabendo-se que n5o 6 permitida a acumularao de cargosl

a a nco amigos vao ao cinema e flcam em lugares consecutivos de uma mesma fila.
i8.l De quantas maneiras diferentes podem sentar-se?
,8.2 Sup6e que dois deles sao namorados e exigem ficar ao lado um do outro. euantas

h,p6tese diferentes de arrumagao restam?
,. Considera o conjuntoA = {0,t,2,5,6,8}.

l9.l Quantos nrmeros impares diferentes de quarro algarismos distintos se podenr repre-
sentar com os elementos do coniuntoA?

19.2 Quantos nrmeros distinros maiores que 200 e menores que 2000 se podem repre-
sentar com os nLimeros os elementos de A, sem se repetir os algarismosl
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20. Colocaram-se num saco cinco bolas de cores diferentes' verde' azul' amarela' vermelha e

castanha. Tira-se sucessivamente uma bola at6 sair amarela

20.l Quantos casos diferentes he em que a bola amarela saia em iltimo lugar?

20.2 Quantas sao as Possibilidades de que a bola amarela nao saia iltimo lugar?

21. Determina o nimero de comiss6es com quatro elementos que Podem ser formados esco-

lhidos entre lO funcionirios administrativos e 20 funcioniirios auxiliares de uma escola'

2l.l Sem quaisquer restrig6es:

21.2 sendo dois administrativos e dois auxiliares;

21.3 5e1do Pelo menos do,s ddminisLririvos

22. Considera os alSarismos do coniunto {0.1,2'3,6'70}'

22.1 Ouantos nimeros com quatro alSarismos diferentes Podem formar?

22.2 De entre esses nLimeros, quantos sao Paresl

22.3 Quantos nrimeros de quatro algarismos distintos cont6m os alSarismos 3 e 7?

23. O Joeo vai oferecer sete livros, Podendo escolher entre lO obras de EEa de Queir6s e 8 de

Camilo Castelo Branco Quantos Presentes diferentes pode escolher admitindo que:

2l I Tres dos livros sAo de Camilo e os outros de Eqa?

23.2 No meximo tr6s dos livros sio de Camilo?

23.3 Pelo menos tres sao de Egal

24. Um aluno tem de resPonder a 6 quest6es num teste de lO PergLlntas' De quantos modos

diferentes Pode {azer a escolha, se:

24.1 Nao houver qualquer solucao restritiva?

24.2 Nao pode resPonder simultaneamente is dllas Primeirasl

24.3 Tem de responder Pelo menos 5 das sete Primeiras qLlest6es?

25. Aplica a f6rmula de Newton Para o desenvolvimento de:

/ ti6)sI lx+ I

2s.2 1,,,Q .fi)' Pzra x' Y > o

lt+ t /i'
27. No desenvolvin-ento de {' , - ' 

J 
. com 'r 0' calcuh o valo' de:

2Zl O termo m6dio Parax = l;
222 -,< que anula o 2." termo.
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to aesenvotvimento a" {{ * 1
28.1 O termo em rrj
28-2 A soma dos coeflcientes binomin:is.

Uma pessoa tem de tomar diariamente, a mesma hora,
.omprimido de vitamina A. Por engano, misturou todos
Os comprimidos t6m o mesmo aspecto exterior, sendo

Ao romar 3 dos comprimidos existentes no frasco. qual

xdlcaq6es m€dicas?

2 comprimidos de vitamina C e I

os comprimidos no mesmo frasco.

20 de vitamina A e 35 de vitamina C.

a probabilidade de cumprir as

\o lanEamento simultAneo de dois dados com faces numeradas de I a 6. determina a

:-obabilidade de, ao multiplicar os dois nnmeros saidos, o resultado ser 35.

-:nea-se um dado at6 sair face 6. A probabilidade de serem necessdrios pelo menos dois

I

6

,.1-- 
3

..?-- 
3

--i

:-:: amigos vao dar um passeio num autom6vel de 5 lugares. Sabendo que s6 rres deles

::::- conduzir, calcula o niimero de formas diferentes de ocuparem os lugares durante o

'--i prova de exame da 12.'classe, he 9 quest6es de escolha mnltipla com 4 respostas,

=j :-: s uma s6 6 verdadeira. Se um aluno decidir responder ao acaso, qual 6 a probabili-

: :aerrar enr todas as respostas?

-i -:ertar em apenas duas respostasl
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No final desta unidade' deveres ser caPaz de:

. definir uma fungao;

. determlnar o dominlo, contradominio e zeros de uma funqao;

. representar Sraficamente uma funceo;

. averiSuar a iniectividade e a paridade de uma funqdo;

. identi-ficar o dominio e o contradominio de uma funEeo a Partir da sua exPressao alg6brica;

. determinar a exPressao da fungeo inversa de Lrma funqao iniectiva'

tf,l No96o de fungio e grefico de urna fungio

Sabemos que o perimetro Lie uma cilcunfertncia 6 fr'lnllo do raio da circunferencia e que essa

tungao sc exprime peia f6nnuta P = 2'T-r onde ' 
designa a edida do raioe])operimetro da

circunferCncia.

)
l

De !c o nome de funqao ou aplicaqao I a ulna correspondencia entrc um conjunto M e uIL

coniunto N se a cada elernento i( 
'ie 

M correspondc um e s6 um elenlcnto I de N"

/:trI-N
Simbolicamentei

/ a f u nc;ro de V em N \e ? l ' [4 'Y' N:t^'Ytr I

2

l



Funtdes redls.l€ !or 6"el reo

Diz-sc que x 6 o objecto ou vari:ivel independente.

E ainda l, = lfx, 6 a imagem ou variiivel dependente.

No exemplo que damos do pe nretro, ? 6 a funeao, os valores que ,'tomam sao os objectos

e os valores dos perimetros para cada um dos valores do raio sao as image s.

l$l Dominio e contradominio

Ao conjunto dos obiectos deMchama-sc

domiDio e rcpresenta-se por Di,

Ao conjunto das imagens dc N chama-se

contradominio e representa se por CDf ou

I-f

Considelemos a expressio l4r;l, cm que x 6 a vari6vel real.'liocando na expressao l por

-:1 elemento quaiqrer de de IR, obtem se ainda urn elemento de R. A funlao definida pela

rilressao l,t= 1 transforma elemcntos de lll em elementos de R. lliz-se, e tao, que 6 uma funeao

ri- de variiivel real.

Chama-se funqao real de varievel rcal toda a aplicaEao de um subconiunto de R em R.

L\emplo
- Vamos vcrifical qual das seguintes corresp(mda cias representa uma lunEao de variavel

real.

tl

-.1 Esia correspondencia representa umafung:io porquea cada ob]ecto corresponde uma

imagem.

5l



1.2

1.2 Esta correspondCncia nao representa nenhuma funeao porque he um obiecto sem

imagem (d).

As fu[G6es leais de varievel rcal podem rcpresentar-se pol graficos cartesianos O glieico de

uma fungao rcal de variavel rcal 6 o coniunto dos pontos do plano cartesiano que tem (' fe))

como coordenadas.

Exemplos
1, Vamos obsewar os greficos seSuintes e, depois, iustiicar porque nenhum deles corresponde

A imagem de uma funqao.

1.1

ObseNa os pontos (1,1) e (1,2). Veriica-se que o obiecto

nao se trata de uma funqao.

1 tem duas imaSens,

ObseNa os pontos (2,2) e (2,4). Vedfica_se que o objecto 2 tem duas imagens'

nao se trata de uma funeao.

Importante: se um 8l6flco lepresenta uma fungao, nenhuma lecta vetical o

secta em mais do que um ponto.



Fuic6esrco6de vd6vel rcol

2. Vamos i[dicar o dominio e o contradominio das funEdes representadas graicamente.
2.1

Dix€R
CDi / €l-oo; 1[ u [2; +ool

Dr: r €[-6; +co I
CDi / €[ 3; 1] u {sl

De entre os greficos seguintes, vamos indicat aqueles que nao corespondem a fune6es
de vadavel real e, depois, indicar o dominio e o contradominio dos que representam
funq6es.

B. C,

A. Cofesponde a uma funqao teal de va evel rcal.
Di 1 €10;-oo I
CD-: v -.R

Traeando perpendiculares ao eixo dos -x-x pelo menos uma vai //cortar" o grd8co duas

vezes. Logo, nao se trata de uma fungao.

O obiecto 3 tem infinitas imagens. Logo, nao se trata de uma fungao.



lfll Revisdo da fungiio do 1." grau

obseNa as funq6es seguintes. Procura descobrir o que he de comum nelas:

f'q=*(+7
119 =?-x +

1

f(i= 4)' + \

fQ)=A\+2

Nota
. Todas as funqoes sao de R em R;

. Todas as fune6es sao do tipo flx) = ax + D com d' b e lR'

Toda a funeao do tipo f1t) = d\ +b 6 !fia Inneao do 1: grau Nota_se que o maior er'poente

de16o1.

(l ndmero real d chama-se coeficiente angular (ou declive) e o ntmero real b chama_se coef,-

ciente lineal (ou ordenada na origem)'

. Se, = 0 e a:0 a funqAo diz_se linear.

. Se d > O fcresce e se d < 0 fdecresce'

Exerdplo
1. Vamos considerar afnlire5.o flx\ = 2\ + 4'

1.1 Que nome se de a esta funcao?

f(t) = -2x + 4 6 wa fnnqao do 1 ' grau'

1_2

1.3

Qual 6 a sua imagem geom6trica?

A sua imagem geom€trica 6 uma recta crescente que intersecta o eixo do '''l no ponto

(0, 4).

Detelminaas cooldenadas dospontosde abcissa 0 e 2 do grafrco de f Usa estes pont6

para desenhar o srefico de f

l(0)=4-(0,4)
f(+2) =o - (+2, O)
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fflfl Revisio da {ungio quadritica
Observa as ftmEdes seSuintes. Procura descobrir o que hii de comum ertre elas:

tlx) = 21'1

f(!) = -21'+ 21 + 7

ttx\=;x,+13\+2

\ota
Toda! as funeoer slo do tipo r(1) = d;('z+ Dx +. conl d, &, c € R e d + 0;

Toda a funqao deste tipo € chamada funEao quaLilAtica.

foda a funtao do tipo l, = .rirl + D,l + a pode apresentar um dos seguintes casos:

1.'caso:d>OeA>o 2.o caso: , >0 eA<0

aoncavidade voltada para cima
luas raizes distintas

l-'caso: d>0eA=0

--rncavidade voltada para cima
I ias raizes iguais

:'.aso: ,<0e =0

Concavidade voltada para cima

Nao he raizes

4-"caso:d<1)eA>0

Concavidade voltada para baixo
Duas raizes distintas

6." caso: d<0 e A<0

, rcavidade voltada para baixo

- ::s raizes iguais



Exemplo
1. Vamos determinar osvalores de,r para os quais a funEao fli{) = rzr, + (2tt l)a+(m-2)

tenha:
1.1 Concavidade voltada para cima;
1.2 l)uas raizes reais distintas.

Na funqao dada temos a=m,b=Ztt lec=fl1 2

1.1 m> O

1.2 
^>o 

e (2n1 1)z an@ 2) > 0
e1mz 1m+1-412 8fi>O
e4r7r+1>0

1

1

Coniugando as duas, temos a resposta 6nal m > 0.

l@ Revisio da fungio exponencial

Obscrva as funEdes seguintes. Procura descobrir o que hi de comum entre elas,

. 'y 

=2.31+ 1

Nota
. 'lodas elas sao do tipo y = a, + b;
. A funeao do tipo (1, = da com d € lltl/ chama-se funlao exponencial;
. A palavra exponenciai deve-se ao facto da vari6vel estar no expoente.

Exemplo
1. Dada a funcao flr) = 3', vamos indicail

1.1 O dominio e a imagem de,
1.2 Os intervalos em que fcresce ou decresce;

1.3 Classihca fquanto e injectividade.

Toda funeao de lR em lR', do tipo /I-t) = d' tal que a > O e a + 1 6 chamada funlao
exponencial.



rl
Fung6es rcois de Yori6Y€l .eol

Primeiro vamos construir o $eflco de f

1.1 DixeR
CDly€Rt

1.2 /e monolona crcscenle,

1.3 A funEao € injectiva porque traqando perpendiculares ao eixo das ordenadas,

intersectam-na uma vez.

/r lY
Dada a lun\ao flx) = li] . \,amos delerminar:
2.1 O dominio e o contradominio de,
2.2 Os inteNalos de 1 pam os quais fcrcsce ou decresce;

2.3 Se f6 iniectiva.

estas

2.1 Di1€R
CDr: / € lR*

Analisando o grdf,co vemos que x, <.x2 + tlr) > f(x),logo a funEao 6 sempre
decrcscente.

2.3 A funqao 6 injectiva porque tralando rcctas perpendiculares ao eixo ly, estes cortam
o graflco num inico ponto.



lSt Revisio da fungio logaritmica

Chama-se loga tmo ale um nLimero positivo iY na base d ao nLimero / ta1 que dr = 1- lsto 6:

y =loq,x (:t > o, a > o, tl+ 1)

Exemplos

t. loA,8 = t lrorque rl = 2r

2. 1.g,8= 3lorques=\r]

Vamos determinar a fun(ao invcrsa (f'r) da funlao v = d'.

/ = a' + x = ar, fazendo uma troca de x Por I
Isto 6:

)'= 1og,'

A funeao irversa (fi) da fun!:io exponencial chama_se funqao logaritmica'

Toda a funqao do tipo I = log.r podc apresentar l1m dos seguintes casos:

D.: x a lR-

CD:r clR

f6 crescente

D/: x E llt'
CDr:/€R
f€ decrescente
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L1

Vamos determinar o dominio da funcao:
1.1 ), = log, (5 - a)

1.2 y=log(..,)(5-x)

5 .x>0
x<5
Di.x<5

5 x > 0 e .x + 1 > 0 e x + 1 r 1

x<5 ex>-1 e1+0

Dix€l-1,stUol

Vamos determinar a funlao inversa da funqao / = log, (5 - a).

)r' = Io8, (s 1) + a = lo8,$ - y) + s - y = 2r + y = s '2'
Eftao f1(a) = s 2' .

Revis6o das fung6es trigonom6tricas
funlao t gonomdtdca 6 uma funqao de vari6vel real.

de radiano

mdiano a amplitude de um arco de circuoferencia de

: : ; ttl = tArj\

compdmento iSual ao raio.

f6mula que relaciona o perimetro de uma circunferoncia com o seu raio r 6 P = 2Tr.

isso, podemos escrever que 2r conesponde a 360'. Logo, conclui-se que:

f6rmula 360' = 21r radianos permite passar facilmente do sistema sexagesinal (em graus)

o sistema circular (radianos).



Exernplo
1. Vamos converter iY = 30' para ladianos.

30'
t60" 2n

30" 2r

a = raalranoi

lrh,e 30"= rrd.
i)

2- Vdn-o..on\erler \ .^ r,rd pdr.r srJus.

,10
360" 2r

1n
1= 360" ^ =!
ir = 18'

lsto e. 1rall = 18".
to

NoEio de periodo

a)s valores {lo seno e clo co seno se repetem quando adicionados a amplitude do :: '_ir
2? rad ou qualquer mliltiplo de 2n rad.

. Vo: sen (r + .2t)rad.=senit aV

. Vo: cos (c + , 2t)rad=co\ct'uaZ

Diz-se que 21 6 o periodo minimo do seno e do co_seno

.v^ 1-i"r"O:rsL, 'r'ilrJd t8"/r '.
2

Diz-se clue T 6 o periodo mininro da tangente'

Na Lleterminaqao do pcriodo duma fr.lnEao do tipo I = d sen (h + t) + d' cr Perioci '
2n

t'= rtl'

Estudo da funEio seno

Vamosreveroestudofeitonall.'alassedafuneaosenorevendoalgumasPropried:'=
gcrais,

. O dominio: iY € lR;

. O contradominio: I,e [ 1; 1];
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los zeros da IunCAo senoi x= nr; n eZ;
(X md,\lmos da funcao seno: r 2rr l2fitntZi

:l
()sminimos da fun(ao \enot x 2n1t t;ni n -Zi

A fun( ao seno e cre{enre nos interr atos l2{1-a t4Eal, ,

A funqao \eno e de(re\cenle nos intervalos ["tr. " ,";i '],
Atunqao seno 6 impar porque fl-a) = -flx). Isto 6, o graico de

cm relaEao a origem do referencial;

216 o pedodo minimo do seno.

Em baixo, observa-se um esboqo Sreico da funeao ), = sen 1.

.Z;

neZ;

uma funlao seno 6 sim6t co

o da fungio co-seno

rcver o estudo feito na 11." classe da fungao co-seno recordando algumas propdedades

dominio: x € lR;

O contmdominio: y € lR;

(x zeros da fungao co -seto, x =!Ija; n e z;
(Xmaximos da funeao co-seno. )t= 2 n;fiev,

minimo\ dd funq;o co-;eno: r = 2nt + r: n - Z:

A funlao co-seno 6 crcscente nos intepalos 12 It - T, 2nT1; n e z;

fungao co-seno 6 pai porque f-, = (-x). Isto 6, o greflco de uma fungao co-seno 6 simetrico
relaqao ao eixo das ordenadas;

funlao co-\eno d decrescente nos intervalos12nn, n + 2nnl: n Z:

21 6 o pedodo minimci do co-seno.



t,

Em baixo, observa-se um esboco grefico da fun9ao / = cos x.

Estudo da fungSo tangente

Vamos rever o estudo feito na 11.'classe da funEao tangente recordando alsumas

gerais.

o domnio:r e R\llllfl: n € z:tz)
O conlradomrnio : ), / R:

Os zeros da funEao tangente, a = nr; n e Z;

A funqao tangente 6 crescente em qualquer intervalo em que esteia deflnida:

A tangente 6 uma funEao impar porque tg (-a) = t8 x;

O periodo minimo da tanSente 6 1r.

Em baixo, obselva-se um esboqo griefico da funqao r/ = tg a.

Exetlrplo
1. Dada a funeao fA)=3 + cos(2x), vamos:

1.1 Determinar o contradominio de,
1.2 Esbolar o gffico de fno inteNalo

r.: c.t.,r,. r/1) rHl)'\6t '\ 3 t'

1-a Determinar f l.r + Il.'\ 4t

l-2rr;2rl;



I
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/=3=1 e/=3+1 =4v y=3-1=2
cDi y e l2;4)

r([)= s.-'(2.]) =3+cos;=3 +;

-/ 5r\ - /- 5r\ - / r0r\ - lon - rifTl=r-coslz'-]= t-cosl 3 J=r+cos s =r z

-rrr ,i 5r\ I I
/1nJ ,/l-.r J-3+ 2+3- 2=b

f(, *{) =: *.o. (2, *}) = s. -. (2".})

f(x + ])=: + sen t zr) =3-sen (2r)

o da funeao co-tangente

Odominio:x € R\{rlr};,1 € Z;

Oco4tradominio:yelR;

Os zeros da fun(ao co-langenle x: ,x n 
t 2nn: n - Z.

A funeao cotangente 6 sempre decrescente o seu dominio;

A cotangente 6 uma fun9ao impar porque cotg(-]) = -cotg a;

r6 o periodo minimo da co-tangente.

Em baixo observa-se um esboEo greflco da funlao / = cotg jy.



l[ Fungio homogr6fica

Observa as seguintes funq6es. Procum descob r o que he de comum entrc elas.

'r-5
' 2a+.3

3.x 5

8

, x+1

Nota

toaos sao do tipo 4rr = 
d I 

f.
As funeSes definem-se puru r T 4.

As funq6es do tipo (, =!!i!x + d o\de o, b, c e dsao mimeros rcais chamam_se funq6es homo-

gdficassecl0.

O dominio de uma luneao homoSraica tr1) = 41 t 4 6 , € R\( 5.

Grdfico da fungdo homogrdfica

Consideremos a funcao 

^x) 
= 1 Vamos c ar uma tabela de valores.
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ObseNando o graico, notamos que:

Quando x -- +c!; I - 0*. Diz-se que rlim f= 0';
Quando x - 0'; ), - +-. Djz-se que limf = +.).;

Quando }--x; ),*0 . Diz-se que,[q f = 0 ;

Quando it-o ; /+-N. Diz-se que iim r(x) = oo;

A recta ir = 0 chama,se assimptota horizontal (AH);
\ recta / = 0 chama-se assimptota vertical (AV).

\'amos enumerar algumas propriedades das funq6es homogriilicas:

Dr n\l al:

rl, r = -4,

1H:y=!;

o centro do srafrlo e o oonto r 4 4r:

D zero da iunlao i dr + b=O - x=-!,

I ordenada na oncem e lior = 4:

1 funEao 6 injectiva e nao sobrejcctiva.

L'(emplo
,2x5. sela /(\)= -= . vamo\:

1.1 calcular os zeros de,
1.2 calcular a AV c AH;
1.3 indicar o centro do gra6co;
1.4 esbolar o grdfico de,
1.5 classificar a fungao quanto a iniectividade.

1.1 21 5=0e

1

,1

o centro 6 (3,2).

5,=a

1.2

65
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t4

1.5 f6 injectiva polque traqando paralelas ao eixo das abcissas, estas cortarn o grAfi.o num

s6 ponto.

l@ Operag6es entre fung6es

Soma e diferenqa de fung6es

l)adas dlras fun(6es cle variivel real fe3, chama-se soma (cliterenga) dc I e{ e desistla se pur

f+.f (r g) ar fun(So corn as seguintes caracteristicas:

. O dominio 6 a intcrsec!'ao dos dominios de f e de 3r llf.j = D. a q

. (frj )(ir) = l(x) 1.{(r;, Vr c D1,*

MultiplicaEio de fun96es

Dadas dLras funq6es de varievel rcal fe g, chama_sc produto de fe.{ e desiSna-se por

a furleao con1 as seguintes caracteristicas:

O dominjo a a interseceao dos dominios de fe dc3: D/ , = Drn D,

(f. j)(1) = l(,Y) .J(r), !i e Dr .

Divisio de funE6es

Dadas duas fun!6es de variivel real fe & chama_se divisao de f por 3 e dcsigna_se

a funlao corn as rcguintes caracleritticas:

. .,,6, 6 g1,'1a x. /Il1.; = !!
. 1S/ ,(lt)

Exemplos
ll. \er'do/{x, 2r- (.o 

r' I.v-mo\"lc(lrr,rreind:,droduminio.i,:

1.L f+g 12 f's 13 f s

1.1 f+3=(2r+3)+ ! = ?x'z13.1 +?i + 3 + 1 2az+5x+4

-r+f

,,N L
.{

, D: [t\{ 1}

1.2 f s=(2r+3)- 1- = 
2li!1!11! 1, p,p11-it
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1.3

1.4

f.s=(b(+3).

f _ (2x + 3) _g1

1_ = 
2.11, p, eq1_q

(bL + 3) . (x + 1) =2xz + 5x + 3, D: lR\{-11

fun!6es rcpresentadas a seguir sao ou nao sobreiectivas.

c 1.2

Fun95o injectiva, sobreiectiva e bijectiva

geo sobrejectiva

Considem a funeao representada abaixo.

AR

uma fimeao fde A em B. Diz-se que f€ uma funqao sobrcjectiva se e s6 se a imagem de ,
seia, o contradooinio, for o pr6prio conjunto B.

Vamos vedficar se as

1.1

1.1

\|
.\2
.\3

A funqao nao 6 sobrejectiva, pois

4 nao € imagem mas petence ao

conjunto B.

1.2 A funeao nao 6 sobreiectiva porque nem
todos os / sao imagens de objectos.x.

A fun9ao € sobrciectiva porque qualquer elemento
de / € imagem de pelo menos um objecto.t.

1.3

ll



Fungao iniectiYa

Considera a funqao freprcsentada abaixo.

Seja fuma funqao de A em B. Diz-se que f6 injectiva se cada elemento do coniunto B for

imagem de apenas um elemento do conjunto A.

tir'fi3'.$*}}ffi$flH$li{il$1il}$1Htffil#lli$I*$H,,lffi

Exemplo
1. Vamos vedficar se as fun!6es abaixo sao ou nao iniectivas.

\2

1_1

1.1 A B 1_2

A funeao nao 6 injectiva, pois ,
e c em ,4 tem a mesma imagem

em B-

A funqao nao 6 iniectiva porque

ha pelo menos um elemento de

/ que 6 imagem de dois
objectos.

1.2 A funqao 6 injectiva.

1.3 1.4 Aa funeao € iniectiva.



:'lngio bijectiva

Considera a funEao I de A em 3.

Diz-se que f6 bijectiva sc c s6 se ffor ao mesmo tempo sobrejectiva e injectiva.

f6 biiectiva se f€ sobreiectiva e injectiva.

Fun..es eo 5 de \oio!e ,.o1

A funqao nao 6 bijectiva porque nAo

sobrejectiva.

Exerllplo
1. Vamos \,erillcar se as fune6es abaixo representadas sao ou nao bijectivas.

1.1 t.2

1.1 A tuneao e bijectiva. 1.2

1.,1

1.3 A funlao nao 6 bijectiva
porque nao 6 injectiva e

tamb6m n:io 6 sobrejectiva.

1.,1 A funeao nao 6 bijectiYa.
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Como verificar se f6 sobreiectiya, iniectiva ou biiectiyal

Inje(tiva

Traqando paralelas ao eixo

das abcissas, estas inter-
sectam o graf,co em pelo

menos um ponto (nao 6

iniectiva porque o ponto

/r tem virios obiectos).

Traqando paralelas ao ao

eixo das abcissas, estas

i[tersectam o grefrco uma
s6 vez.

Bijectiva

Qualquer pamlela ao eixo
das abcissas intersecta o
grefico num dnico ponto.

Fungio inversa

[,>
2./

\'l

/-\

Ir
\',/

f(a) = 1

f(b) = 2

fl3)=3

t'Q) = a

f1(.2) = b

f(3)=c

Se fe fi sao duas fune6es lnversas, os Sriiicos respectivos sao sim6t cos em rch9ao A bissectriz
do 1: e 3.' quadrantes.
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ExeInplo
1. Vamos determinar a expressao que representa a inve$a das seguintes funq6es:

2^+31.r Jr'= lal
1.2 Y=J1-1

1.1
2\+3 1

Y= \a -1iDt:1'-
Trocando f, por ,,e ), por x, teremos:

r='r ''€2!+f =1t3v 1t3v-r
2y+3=3xy-x
2y-3ay=-t 3

y(2 3x)=-t-3
x-3 .x+3/- 2-\(- 1x 2

, -r+lLogo, T',lxl =y = 1;-'
Y=3a-1
Trccando a por ),e / por -r/ temos:

t=3y 1

"', ..,-,,-''1,'- '/-/-^ 3

l
Loso,f'(1)=1+;.

7.2

Eremplo

1.

R[lgao mon6tona

IJma funcao l,= fl-x), diz-se mon6tona num dado intervalo, quando 6 crescente ou decrescente

fdecresce



Fungio par e fungao impar

Analisa os graficos seguintes.

Nota

fl,1) = 

^1)ft 2) = f(2)
Se atdbuimos valores simitricos
a r, obteremos o mesmo valor de ),.

Diz se que a funeao 6 par.

Uma funlao diz-se que C par se e s6 se

Uma funqao diz-se que 6 impar se e s6

. fl 1) = fl1). -f(.-2) = f(2)
Se atribuimos valores sim€tricos

a x, obteremos o mcsmo valores

sim€tdcos de /.
Diz-se que a funeSo € impar.

(-r)=fla),YaeDr.
se fl-a) = -flx), V.x € Dr.

Observaqoes
O grafico de uma funeio par 6 sim6trico em rehlao ao eixo das ordenadas. O Sraico de uma

funqao impar 6 simotrico em rehlao a oriSem dos eixos coordenados-

f t(emplo
1. Vamot veliflcar se as segtintes fun!6es sao pares, impares ou nenhuma delas.

r.1 (1) = lr
Nota que ( it) = -/(x).
Assim,afunlao€imPar.

fA) = \'- 4

Nota que (-x) = ( x)'z- 4 = x'z 4. Ou seia, fl r) = fe).
Assin,afun(ao6par.

f(t)=2t+z
Nota que I( it) = -2(-it) + 3 = 2r + 3.

Esta funeao nao € pal nem impar, visto que r(x) nao 6 iSual a I(-x), nem a

a -I( 1).

1.2

1.3



Fun.oes re. s de v.rl.ve re.l

Fung6o composta

Considera os conjuntos A, B e C e as funloes fej dcfinjdos em baixo:
A = {-1;0;1;2}
B={3;0;3;5;61
C = {_6; O; 6; 12]t

rIn;n{c

1.1 flso)l 1.2 stfl1)l 1.3 jlj(l)l

\ota
. i(-1)=3es(3)= 6etamb6mS(-1)= 6; loSo r(-1) =g[r(-1)],
. t(0) = 0 e g(0) = 0 e tamb6m g(0) = 0; logo lr(0) = SIS(0)I;. fll) = 3 e8(3) 6ctamb6ml(1)=6;logoft(l)=Slflr)1.

-lssim conciuimos que h(1) = ftf(rl.

.\ funcao ft chamamos funqao composta de .g com l. A funqeo composta represcnta-se por
. a) = gff(t)l on h = g a fe le,se I ap6s I.

Seja I uma funqAo de A em I eg uma funqao de I em C. Lhama-se funcao comporla de

, mm , a fun(ao , de A em C, definidd como ,7(r, = glflr )1. para todo .x - A.

Exenlplos
1. Sendo fl.x) = 21- 1 e flr) = 5-r, yamos calcular:

1.1 8(1) = s e fls) = 9; logo fls(l)l = 9

1.2 f0)=1es(1)=s 1ogoslfll)l =s
1.3 s(1) =s et(s) =2s; logoJls(i)l =2s



2. sendo flx) = 2-r - 1 e.{(it) = 5r, vamos determinar:

2.1 sll(ir)l 2.2 fis@)l 2.3 lltl:t)l 2.a sl{(})l

3.1 (.{ o I)(r) 3.2 lt a dlx) 3.3 (fo D(x) 3.'1 (.{c.0(1)

2.1 sf(.r)l = 2s(2.{ - 1) = 10-r s

2.2 fl{(x)l =2(s}) 1=10x-1
2.3 flf(\')l=2(bt-1) 1=2x 2-t=2t 3

2.4 tl((jt)l = s(sit) = 2s.{

3. Sabendo que f(iy) = 3.r eJ(a) = 6x - 5, deterrnina a expressao analitica de:

3.1 (soR(1) = 6(3.Y) s=181-s
3.2 (ros)G) = 3(6x - s) = 18x 1s

3.3 (lo n(x) = 3(3r) = e1

3.4 (3oj)(r)=6(61 5) s=36x-30 5=361-35

4. Sabendo que.{(r) = 8x e gu(x)l = 16} + 32, vamos determinar flx).

'lrocard,,,,mjl\\ \ por /l\1, lcl,nro\:

S|r(1)l = 8 Kr)] + 8K1)l = 16l-+ 32

16a + .i)t(r)=:
f(x)=2x+4



Fun.aer er \ de r c,. re"l

i. Determina o dominio de existencia das setuintes funt6esl

t.t y = tog,(x 7j
1.2 y=lo&(l -x)
1.3 y= 1or,19 -,',

r
1.4 y=loga,$+x-x')

ResoluCeo

..1 y=lo$(x-7)
D,:x 7>0 ex>7ex el7; +ool
y = Iog,(l -x)
D,: I -x>0ex< I ex€l .xr; IL

v=toc,Q x'1\
j

D,:9-x?> 0<+ lxl< 3 ex € l-3; 3[.

y = logo., (6 + x x'z)

Di:6 +x-x'1> 0<+x € l-2; 3L

,2

.3

4

2. Resolve as seguintes equag6es:

2.t W = o,2 t/5
1.2 2-1+ 5. 2,. = I0,5

2.3 5" = 3'+ 15.25'-15.3"
57.4 2/] +2r=0

Resolueao

u.r l8 = o,2 rG
rl

5l-: 5i

2.2 2'+5'2" = l,0,5

I

,.2'+5 2 2'=10,5

1, "toJ z' = to s

10,5 2'= 10,5

2,= |

x!
3 2'
xl
32

3
^1
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2.3 5" = 3'+ 15 . 25'- 15 . 3'
(s)? 3' = 15 (25x 3i
2s'- 3'= ls . (2s' 3')

rs(2s,- 3,) - (2s,- 3) = 0

l4(2s'- 3) = 0

/25\

\31

3. Resolve as seguintes equaq6es logaritmicas.

3.1 logo,x = 3

3.2 (lo8rx)'?+ 3lo8rx = 4

3.3 lo&x + lo&x+ log,6x = |

3.4 lo8, (x + 2) + lo$(3x 4) = 4

Resolueao

3.1 x=0,23=8 10r.

3.2 Fazendo logr x = y, obtemos:

y7+ 3y - 4 = 0 € yt = I v y1= -4
lot3x: I <+ x= 3 V lo83x =-4

I*x=3,=8f

3.3 Vamos p.imeiro mudar para base 2:

los x los x
los),, + to +G;fu= I

tt
loSzx + 

,lo8,x 
+ 

4lo8,x = I

tt
(l +, + 

4)lo8,x = I

74
ltoe\x = t <> to$x = j

,=2)=W='yE.

3.4 lot, (x + 2) + lo8,(3x - 4) = 4

lo81(x+2X3x-4)=4
(x+ 7)(3x-4)=Y = t6
3*-4x+6x-8-16=0
3x1+2x-24=0
x=-3,18Vx=2,51

Dominio de existencia:

74 '1'
Seja: 2"' = y temos:

l5-
'y2

5
Y'-; + l=0

I

t-,t)a
L.=y =2v2r=y1
x'1= I V x): -l

I

2

lx+2 -0 
I

l:,-l-o - 
]

4D:x€lJ;+..[

x>1
4x>,

x > -2 nao serve, pois esti fora
do dominio da expressao. Logo,

x = 2.51.
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rur:.e eo le.. o,ei .r

L Classiflca as fune5es seguintes quanto

I,I,,
ar injectividade (ou sobrejectividade).

t.3

EsboEa os gr:ificos das seguintes funq6es:

2.t y=x 3

7.2 y=3,
2.3 y=2
2.4 y= x+3

3 Calcula as raizes (ou zeros) das seguintes funEdes

3.1 f(x) = x+s
3.2 f(x) = 2x - 3

3.3 f(x) = -ax
)

3.4 flx\ =':t + 1', 3

:. Calcula o v6rtice da parabola y = 2l - 3x 2.

: Traga o grnfico da funceo y = x1 6x + L

: Ca cul: o varor'ni, mo (ou rrnimo) da funcio.
6.1 y=-*+6x
6.2 y = x1-ax + 12

do l.'grau:
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7 Calcula o valor de m para o qual o valor minimo dafungao y = x'?- 5x + m seia-
r-b -^1

Reco'da que v lr, ao/.

8. Qual 6 a erea mrxima de um rectangulo que tem 36 m de perimetro?

I

4

9. Um corpo 6 laneado obliquamente a partir do solo, descrevendo uma traiect6ria parab6lica

de equaeao y = x?+ l0x (x e y em metros)

Calcula:

9.1 A altura mrixima atingida pelo corpo;

9.2 A distancia do ponto de lanEamento at6 o ponto em que o corpo cai no cheo.

10. Classifica as fung6es seguintes em crescentes ou decrescentes.

/st'l0.l (x) - l-l
10.2 f(x\ = O/1)'
I0.3 (x) = l0'

ll. Esboqa. no plano cartesiano, o graflco das seguintes fun!6es:

ll.l (x) = 2'+ I

tt.z tQ) =2i

12. No (centro sociab) da nossa escola, a temperatura ambiente 6 constante. A temperatura d:
cha servido no centro social 6 dada pela expressao ft) = 20o + 50o ' 2 q5'onde t indica o

temPo em minutos.

l2.l Calcula a temperatura do chi no instante em que 6 servido na chevena.

12.2 Calcula a temperatura do chd l0 minutos depois de ter sido servido na chiivena.

12.3 Calcula a temperatura do chi passados 1000 minutos ap6s ter sido colocado na

ch6vena.

13. A quantidade de mosquitos numa cerra zona da cidade de Beira 6 dada pela expressao

Calcula a populacao inicial Po de mosquitos, sabendo que depois de 30 dias a zona tinha

400 000 mosquitos [k = 0,l, t(dia)].

l4 Resolve as seSuinces equa(6es eyponenciais.

l4.l 4"-64=0
14.2 81 3'= 0

14.3 5 -25'=0
14.4 16 = 8'
14.5 9, 3'= 0

14.6 77 \ry =36

7A
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auncaes rer s;e vc, .iv. reo

i5\! i2\'4? lr] -ls] =o

t2\' 17 lg\',*, l;l =a ls]
14.9 | -741= 0

4.10 x2+ 4x - 4.5 = 9
4. 3,',' 8r = 0
)4.t7 4t + 4,= 320

14.13 3'- 2 3':+75
14.14 7n1 + 4.7 =347
l,{.15 5'.r = 5- + 24

a. Resolve as seSuintes equaq6es logaritmicas

l5.l log,x + log,7 = 3

15.2 iog, (1og,x) = 0
15.3 log,3 log,5 = 2
15.4 lo8, ,(x1- 6x + l0) = I

15.5 2 log,xi log,(9 - 2x) = 0
lr56 log. (x + ;; + og^x = los^-' ")

t9\
15.7 logo4,5- 

"S.'=bS,, l: J

I

5.8 1log.(x 9) + losoV2x I = I

I
s.e t los3 (x s) = | - los? V2x 3

I los x+2
15.10 : +: !1 = |5 I - log,o.x

l5.l I x'&" = l5
5.t2 x4,t' 1) = 27

Converte para o sistema circular.

r6.t t0"
16.2 r00"

6.3 60'
6.4 t80"
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lZ Converte para o sistema sexaSesimal.

l7.l l rad

71r
17.2 1 rad

3nlZ3 t rad

5r
17.4 , rad

t_l
18. Considera a funciio l{) = 2 

sen {. Deterrrina os Pontos em que a funcSo toma o valor 
4'

19. Dada a funeeo de varirvel real definida Por F(x1 = 3 * ."n |,
l9 I Calcula fl2r) e fl-- lr', ,\ Jl

/2r\
re.2 cakura rlTl- rlrJr

19.3 Determina f(2x - rr).

20. Dada a fungao (x) = 3 + cos (2x):

/-5lr\
20.r calcuraflr] +fl I Ji

202 Calcula o rneximoi

20.3 Escreve a equaeao dos zeros de f
/ lrt

20.4 Determina f 1x 
+ 

?J.

21. Considera a fungao real de vari6vel real definida Por ftx) = sen x 2:

2l.l Determina o contradominio de f;

2t.2 Esboga o griifico da funeeo Para x € [-T, 1r.].

22. Derermina o dom'nio da func:ro f()) ' * (r, i)
I

23. Seja dada a funqao ffi) = ^:
23.1 Determina o dominio de f,

23.2 Calcula a ordenada na oriSem;

23.3 CalculaaAVeaAH;
23.4 Qual 6 o centro de simetria do griflco de f,
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Fht6.s reois de vor iv€ real

seja(x) =- 
".

24.1 Qual6 o domlnio da funeao:

24.2 Calcula o zero da funqio;
24.3 Calcula a ordenada na origem;

24.4 Calcula AV e a AH da funeeo;

24.5 Esboga o grrflco da funqao;

24.6 Classifica fquanto a injectividade.

Para cada uma das seguintes funq6es calcula o dominio, as equae6es das assimptotas,

o centro de srmerrir. os zeros e a ordenada na origem.

2x
25.1 v -

4x+ I
25.3 y = r-3

:5. Considera as func5es

26.1 Determina f.r gi

26.2 Calcula (F. gxx)

I.,. i2- l
e c(x)

sabendo que g(-x) = -2.

17 Dada uma fungeo real de varirvel real h(x) = I - sen (4x):

271 lndica a expressio geral de va{ores de x para as quais h atinge o seu valor miximo;
I ;rr272 CalculahlB 

4J 
. sabendo que sen r - i", lU iL

:8. Para x E I T,r,], resolve as seguintes equaq6es:

I

28 I senzr-- 1
/ II\

28.2 cos (2x + Jl = |

29. Resolve as seguintes equaE5es:

29.1 cos (2x) sen x = 0
29.2 senx cosx= I

29.1 2cosrlx-.l 3coslr- -l-2 0I 6/ 1 6/
29.4 lsen1x 5senx+2=0

8l



10. Corr de i as fL1(6es red's oe vrriaver I e3' definrair Pe :s erPressdes

a) )= -2se1 ' bt v'-l+ser) c) v:corL> 4l
3O.l Determina o contradominio da cada funqio;

30.2 Esboia o Srafco de cada funqao no intervalo x 
' 

| 2rl 2rrl

31. Sabendo que l(x) = I + 2sen (2x), calcLrla:

3rr rl;J

3r.2 f(0)

313 r(;)

3r4 fi-;) +(2")

I e g(x) = 5x, determina a exPresseo analitica de:

= 3x I e flg(x)l = 5, determina g(x)'

= 5x e (c. fl= l5x 5. determina f(x)'

= xr, seri que (f- g) 6 Par o imParl

32. Sendo flx) = ax-
32.1 (f., g)(x)

32.2 (9,. f)(x)
32.3 (s,. g)(x)

33. Sabendo que f(x)

34. Sabendo que g(x)

3s. se f(x)= xl e s(x)

36. Se F(x) = 3x I e g(x) = -x' seri que (g r, l) € crescente ou decresente?

37 Se f(x) = \t- e e(x) =x- I determina o dominio das funq6es (s"n e (f'- c)

38. Dados as funqses f(x) = 3x 5 e g(x) =x + o, calcula o valor de o Para que se tenha flg(xr

c[f(x)].

39. sendo (x) = 3x - 5 e 8(x) = 2x l' calcula:

3r.l (f(] g)(l)

3e.2 (c: n(0)i ri
re3 (f n\ tl
3s.+ (g.r s)(V2)



F!n96es redis de vor 6velre.

{ Determina expressao da funEao inversa, quando existir, de cada uma das seSuintes fungdes:
3

4A.l y = -1+

40-2 y = log^ x
40.3 Y=2'+3

4x2
40.4 y= ,

! . Trafa o griifico da fungao inversa (se existir) das seguintes funf6es:

4t.4

impar ou nenhuma delas.i Jerrfrca. em cada (aso, se a funcio e par.

42.1 Y = 2x
a7.2 Y=x1 3

tt
42.3 y=7,-1
42.a y=ltx+31
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No final desta unidade, deveres ser capaz de:

. determinar o termo Seral de uma sucesseol

. resolver problemas Preticos da vida que sao conducentes a Protresseo aritm6tica e ou

geom6trica;
. verificar se uma sucessao 6 uma protressio ariLmerica ou 6 uma Progressao Seom6trica;
. calclrlar limites de sucess6es.

![ No96o de sucessio
Suponhamos que se faCa correspondcr a cada ndmero natural ,? um determinado n[mero real

U Se os valores de U, dispostos por ordern crescente de valores de 17, forrnam una ru.essao

\nF,nita Ur U/q,Ua, ... ,U,,, ..., cntao:

os valoles de U, dizern-sc termos da sucessio; Ur 6 o primeiro termo da sucessao, 4 6 o 2.",

etc.;

a posilao dc cada termo 6 determinada pelo r1i:lmero natural ,?, dc ominado indice, q, diz se

o lerrno de 
jndir'"routermog..r dr 'rt,,'.ao.

Por exemplo, considera o nimero dc teienr6\rel .8 2 3 6 3 6 0 0 0,.
(Jbtemos assim uma sucessao em que a sequancia de nrimeros (8, 2, 3, 6, 3, 6, 0, 0, 0) tem

9 termos, sendo o 1,'termo 8, o 2.o termo 2, o 3.' tenno 3,--., o 9,' termo 0. Notarnos, entao, que

numa sLlcessao, a ordenl em que oi tennos aparecem 6 fundamcntal.

U coniunto de ntmeros que se apresentam nurna determinada ordem, e fonnados de acordo

com umaleide formalao dellnida, chama-se uma sucetsao. Os n(lnlerosda sucessao sao cham ados

termos.
Se o ndmero de termos for finito, a suces\ao diz-se finita; caso contririo, dir_sc_d unu sucessao

Exemplo
1. O conjunto de ndneros

2. O conjunto de nilmeros

A rnenos que se especifique o

I2, 5, 8,..., 20) constitui uma slrcessao fi nita.

', 
I | | ,.or!\litui unL-L it.le\r.o xrhnrta."3 5 7

contrerio, trataremos scll\)re com sucess6es ininitas.



Su.essaes num6ri.os fun.aes reon de voridvel notu.o

!p Termo de geral de uma sucessio
O termo geral de uma sucessao dellne a lei de formaeao da sucessao pela qual se pode obter

-.los os seus tcrmos. Isto a, fazendo ,7 = O, 1, 2, 3,..., obt€m-se o 1.', 2.', 3.",... termos da

=cessao,
Por exemplo, se U,

u=1.r*r=1
:l

, 2..2-.-r''-'i
i: =1.:*, =17

= =f e atribuirmos a ,? sucessivamente os valores 1, 2 e 3, obteremos:21

11lguns exemplos de sucessoes simples sao:

$cessao dos nrimeros naturais: 1, 2, 3, 4, 5, 6,. . ., ,;
sucessao cujos termos sao todos iSuais (constante). 2, 2, 2, 2,...;

iucessao dos quadrados de nr.imeros naturais: l, 4,9,,,,, tt'z,,,,;

sucessao dos nrimeros imparcs: 1, 3, 5, 7,..., 2n - 1,-..;

I u,-lq, =1
=,l . q, ,, quando 7? = l,2,3, 1,5,...

!f[ R.p".t.n tagZo grdtica de uma sucessio

\amos representar graficamente a sucessao U, = 2/? 1.

{tendendo que uma sucessao tem dominioN, a sua replesenta(So gre6ca 6 sempre um conju[to

- Pontos isolados.

p[ SucessSes definidas por recorr6ncias

Consideremos a sucesseo !'

\ota que a segunda f6rmuia permite calcular qualquer tenno a partir do termo U,.

\ssjm representada, diz se que a sucessao est6 dennida por recorrCncia.

lamos calcular os rrimeiros termos da sucessao. Teremos, entao:

\.=3 u, ,=3 u.=3 2=6
t'3= I. u4 1= 1. u)= 1.6 = 24



Exemplos
1. Vamos determinar os seis primeiros termos da sucessao, sabendo quei

'., lo' 
n

'e,=t q,, n 2

1.1 l,4, 3, 4, :i, 4, -.1, ...1

1.2 15, 9, 13, 18, 23, 28, ...1

,, I''='
I o, =n*u,. n> 2

!f[ Monotonia de uma sucessao

Uma succssao U diz-se crescente quando cada um dos seus telmos 6 menor que o termo

seguinte. Isto 6, uma sucetsao diz-se crescerlte quando q, < U,,. r ou U,,- r U,,> 0, qualqucr que

scja o valor de ,l.

u"

5

3

U,,U,

U,, U.

Uma \u(e\sao rU.recre\cente5ee\ose vna \. U, r-U,20:
Uma sur p(\,o rU"r e decres(ente ie e so 5e vl?C \, L, - U, < 0.

Lxcmplo
l. \dmo'p-ovar qu, d.u(,"roi , j, ,".".",n,,.

Sendo que a hip6tese 6 a de qllc a stcessSo 6 crescente, temos de provar que yrr € ]

U - It -.O

Assim, temos:

., /,+1+l tt +2
2\t1+l)+4 2|+D

Entao:

t+) ntt h-\,()n+^Ju. , = 2,, o 12,, 4) tn L'tz, t 1' 
r,,, r +t(2,i ot

2
= 

Q" - 4)Q'1 + 6)' 0

A fracqao 6 sempre posltiva, para todo e qualq[cI]1. Lo8o, a slrcessao dada 6 crescenii



Su.essies num6r co5 fun.6e3 re.is.le vcri6vel no,uro

@ Limite de uma sucessio
\s sucessoes que crescem ou decrescem para um valor rcal a medida que aumenta /i dizem-sc

.,nverqenle\. lor eremplo d\J(e\\aoU =-,-2 ."nr",r" U.r, o rrto, j.

I

Quando n - +..,

Representando os seus termos na forma decimal, temos:
0.5; 0,1(6);0,7s; ...0,9, ...O,99999j ...

\?rjlicamos que cada tcrrno da sucessao flca ais pcrto do nLinelo 1 do que o termo
txterior

Diz se, neste caso, quc a sucessao convelge para 1 quaDdo,] tende para +-.

"lI
It1-'-:;t"'

Grafrca

L\re\(-\ct.. .lqudndo, .r ' ou,lirn fr',r t.

Lma sucessao que Dao tem limite diz-se uma sucessao divergente

{Igumas propriedades das sucessoes coN,ergentes:
uma sucessao nao pode ter mais que um lirnite;
o limite de uma sucessao constante 6 a pr6pria constante.

u -!.,2

Conceito de limite
Diz-se que uma sucessao U, tende para um ndmero d (ou tem por limite .r), se a lcdida que

: ildice ,, tende para infinito, a sucessao converge para o valor ,. Isto 6, a sucessAo U tem como
:rDite d se a diferenqa q, d 6 infinitesimal.

Simbolicamente es.reve-ce:

Consjderemos a sucessao seguintc:

1 2 :1 9 lO 99 gqq99

2 3'4' ll:'i' " roo' - rooooo' '



U eY

!f[ Propriedades dos limites das sucess6es

Seja duas sucess6es convergentes e a uma constante € R

l. Limite de unla soma
O limite de uma soma ou de uma difereuqa de duas sucess6es convergentes 6 igual a soma ou

d oi(eren!d oo\ lrmrle' od\ \u, e\\oe\. l\lo e:

linr fII +Yl= lim a/ + linr Y

2. Limite de um produto
O limite do produto de duas sucessoes convergentes 6 igual ao produto dos limites. Isto €;

,!iT" tq, , Y,) = ,rlT, u, " ,[T- r,

3. Limitc de lrrn quociente
Sendo ,lim.. I/, i 0, temos que o limite do quociente de duas sucessoes con\.ergentes 6 igual

ao quociente dos limites. Isto 6i

ar lim U
llm .deideoue lm r',0

4. Limite de urna potancla
O lirnite de uma potencia duma sucessao convergente 6 igual a potencia do limite. Isto 6:

lim (U)'=( Iim U)'

5. Limite de um radical
O limite de uma raiz de indice constante de uma sucessao convergente 6 igual i raizdomesn]a

indice do linfte do radicando. Isto 6:

"El" Vu^ = V.!i+. q,

!f[ Operag6es alg6bricas de limites de sucess6es

Llmlte de urn polin6mio
Consideremos a sucessao cujo termo Seral 6 um polin6mio de 8raull
ur = Aonrj+,{1ne L + ... + Ae, onde Ao, Ar, ...,Ae € N e p € N

Vamos calcular o limite da sucesrao:

.,i.q./.. .llT ,A n,+ q r, r-... F q,.-,, i.m. " 
ell 

I f

=Ao,,lit[ n,,=+-, seAo>0e-e seAo<o

O limite de um poli 6mio 6 infinitamente grande (+j.) ou pequeno (--), determinado !.,
termo de rnaior grau.
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Sucessaes numericos - [un.6es reois de vori6ve noturo

Exemplos
1, Vamos determinar os limites das seguintes sucessoes polinominais:

1.1

1_2

l.l ,lim. L/,= lim | 4n', -n'ro, lirn. I n rnl -4 +' =

t.2 lim L lim {-/n"+ l)n +r}= lim /7 15, t l- z , ^'n' n/

Limite de um quoclente de polin6mios
Considercmos a sucessao cujo termo 8eral 6 o quociente entre polin6mios:

A{ A-nq+An" " ,.-.rB
Bon' r B n_

Calculando o limite, devemos por em evidencia o n de maior expoente:

Iim A = lim
*(\;o,. .*)

rB+B B In 1 ?+...+#l

U =-4]r2+7n+9

U = 7n'z- 15n + 5

{ fi ::;.:
Em suma:

. k o grau do numerador for maior q e o grau do denominador, o limite 6 +c.;

. Se o grau do numerador for menor que o grau do denominador, o limite 6 zero;

. Se o numerador e o dcnominador tem o mesmo grau, o limite € o quociente dos coe6cientes

dos termos de maior grau,

@ lndeterminagdes
\o pmcurarmos o limite de uma sucessao, pode surgir-nos um simbolo de indetermjnaE,o

i.rente como um valor aparente, tornando-se necess6rio determinar o verdadeirc valor do

-aite, dizendo se para o efeito que temos que levantar a indeterminatao.

118umas indeterminag6es:

o,: o, .ro-o.r' o" 0

\ fimdelevantarmos as indeterminaq6es, vamos estudar as regras operat6rias dos limites, isto
,- r .rplica\ao de limile\ i' opera!oe\ dlgebrir.r,.



Exemplos
1, Vanos calcular os seguintes limites:

2n+3l.l ,llT r_+
.. 2n+3 2 +..+3

3 +r -,1 = -1a l, 
e urna inoetermilaqao.

Vamos levantar a indeterminaeao colocando ,'1 em evid'rlcia:

,..2*lJ 2+ r
jnl+r

,, ir 1l i-1
7n')+ Jn + 11.2 lim ---+ \ +n+)

,... 2F'. tn-t '. , Fl.. . l_ ' .ir.m,rinde,etninJ(-^,lln .,, ,,'*5 5 r. (r ., r5

Vamos levantar a indetelminaqao colocando 
'1em 

evidoncia:

lim
2+O 2
3{) 3

1im

1.3 lim

1.4

o, 12. .11 "

",F.:.;) '
(\6r+ n - n)

,t]a- {r,6'+ n n) = +..+..ll, a uma indeterminacao

Recorda que (a + b) (a - b) = ar- bz.

Lo80,

,,l1qr.. 
(r6i'+ rt n)

rr,4i+ n ntt1Gl+n+nl
=llm ] :(vn +n+nl

= Iim
f14F;

.. rl 1

= 11m/,-+!n+n I

,'- '2 ' - 1" - 2-' 
, una inde,erminJcdo|-+. ({n'-ln + /l' +!

No numerador, o maior termo possivel € (znr)r = 8n6'

No deDominador, o maior terrno 6 (3n3): = 9n6'

Logo, o limite da sucessao 6 iguaf a ,f1m ffi = |

j_."_-:-



5u.e*aes !um6r..s lLric6es Eon de vori6ve io'uro

!p timite not6vel
\lguns lill tes de sucessoes do tipo ,,Im. (U,)t'', dao nos uma indeterminagao do tipo 1-.

aunsideremos a jucessio U. = lf + 1] e calculemos os termos desta, tomandor]= 1, 2, j,...,

1 t0 1000 00000 000000000..

r*l ) 1.5 l. 1,00 r,00001 i00000000

I rr
l| .;/ 2 2.t5 ),1 ... ).1 )1 )t8

Continuarrdo c tomando para r? valores cada vez maiorcs, podemos notal quc quando
- - +-, U, - 2,7183...

O niimero 2,7183... para o qual tende o lirnrte da .u.es';o 
I 
I * 11 .f]"inu se numero dc Nepper

. :esi8na-sc pcla Ietra d, Podemos entAo esctever:

ri- lt .l)' = "

1 este linrite chamamos limite notAvel.
:!te limite aplica se para as indeterminag6cs do ttro l-.
:m sequencia disto, se,,liin_ A,,6" prcduz urna indeterminalao do tipo 1', o calculo do limite

. lado por:

lim A b. - e,,!llL(r" r) hD

Exernplos
r lL'l lim 1+1 =rl +0r = I]- \

lrrr tt-ll=.' e e-L,- +. I

- ,2n + lJrm I I = l't-+ I )r l

. r2n + I r' .. ?lrllrm 
-l 

=e-1-- I )n I

9l



3. .u+-(ffi)"=*
, ln /.r + zo f. _ 

".,rulii* 
,1 -

,-+i\2n+l/

r," 1L
=e'_-2nrI

=e2

4, Vamos calcular os seSuintes limites de sucess6es.

al lim i"" 'J ,,- +- \.3n + 1l

Vamos substituil n por +,.o e teremos a indeterminaEao do tipo 1-

Vamos levantar a indeterminaqao.
1-' processo:

.. /3n 3\rl -.llm I li=lrm,- +o \3n + 1l

- ("])"un"+

_ej



sL.er!.e\ nrmari.ds Iui.6es reon devordvel noturo

l.o processo:

Se a indeterminaqao 6 do tipo l', pode os levanta_la usando o seguinte m6todo.

-[4, f{,)'u' = ""tr"r', 'n'
_ r3n -.1t".t i]!r,llltlllm l-l ' =e' h+r I l

= 
".,,., 

i-oi,li, i,l

; r- lr* !l',-+m\ n+ll

Este limite l€va a indeterminaEao do tipo 1-.

.t
''LT \' n*t' ,'lT \""-t

, l -I
,tLry ll-.,r] lim ll-n lr.porqu(d d a

![ Sucessio infinitamente pequena
e sucessao infinitamente grande

\as secEoes anteriores, s6consider6mosa hip6tese de limites com valorcs reais. Vamosestudar

- que acontece nos casos em que os limites sao valoles lnfinitamente Srandes ou infinitamente
__quenos.

. 5e Ui + d e Y - +e, entao,,lim, U, Y,,= + o.;

U. SeU

'SeU

- a e Ia, - 0, entao ,llL ,: = +nJ;

U
- a e Y,, - +\, entao ,!q_ 7 =O;

U
- + c! e y, - o, entao ,!!* q = *-;

.,re Y, .-cr,.enldo,lrm Ur Y=+'.

SeU

SeU



lfl Progress6es aritmrltica e geom6trica

!f, Progressio aritm6tica (PA)

Colsidera a succssao 1,1, 7, 10, 13, ...1. Repara que a diferer!^a entre um tcrmo c () seu antece

dente a un1 valor constante:

7 '1= 3; 10 7 =:t; 13 10 = 3; ...

O ninnero 3 chama-sc razao da sucessao.

Uma sucesseo A, diz-seuma progressao aritm6tica (PA) se existe um mrimero real d tal que

A,., A,=d.vl? N.i7.R.
Ao niimero d chama-se razao da progressao aritmdtica.

Exernplos
1. Vamos pro\.ar que a sucessao U, = 2n + 1 6 uma progressao aritmetica.

q,,1 - q,=2(n+ 1) + 1 - (2n + l)
=2n+2+ t 2n 1=2

Logo, cono .l = 2 = constante, a sucessao 6 uma proSressao aritmitrica.

2. AsucessaoL.r,=14, 12,36,72,...1nao6umaprosressaoaritm6ticaporquen:ioaconstan-:
a diferenqa entre rm ternlo e seu antecedentei

12 ,l=8mas36 12=24.

Termo geral de uma progressio aritm6tica

seja ;, =,'lr, A,, Ar, ., A,,, ... uma progressao aritm6tica de razao.1. Entao:

.,{r=A" + d=Ar + d+d=Ar + 2d

. d=Ar+ d =A, + 2d + 11 =A, + 3r1

. A,, = A,,1d = A1 + (n - 1) d

A expressao A, =Ar + (n- 1)d chama-se termo Seral da progressao aritm6tica porque permiE
obter qualquer termo da progrcssao.

"'',,:'-'-



Exemplos
1 Vamos encontrar o terceilo tetmo e o

Suce$oes num6ri..s funcaes redis de vordve nolubl

10.'da progressao aritrn€tica, sabendo que AL = 8 e

l. Vamos encontrar os termos,,l., /20 e/rol da progressao aritm6tica cuja razao 6 3 e o primeiro
termo 6 2.

A.,=A,+(n-1)d

Aj=8+(3 1)x(-s)

A,=Ar+(n-1)d
A,=2+q"3=14
A,o=2+19x3=59
Aror=2+100x3=302

3. Vamos calcular o tcrrno Ars

A\= 25'

lA.=A,+(s_l)d
I e,, = l, * 12r-tro

Logo, Ar. = 75 + l4 . (-5) = 5.

A,o=8+(10 1)x(s)

de uma prosressao aritm6tica, sabendo que A. = 55 e

IAr+4d=ss
I .t, * zoo = -zs - 1l: i

Soma dos n primeiros termos de uma progressio aritm6tica

A soma dos primeiros /? termos de uma progress5o aritmctica 6 dada pela f6rmula:

Sabendo que A, = Ar + (r 1) d, podemos escrever:

s,, = [Ar + A, + (r t1a1 !1=2!' + (! - Da

lsto 6:



Exemplos
1. Vamos calculal a soma dos 4 p meiros telmos da sucessao dos lmeros natumis_

Ar=1

< _2xl+(4-ll .a2-
_(2 + 3)4

2

=10

2. Numa PA de razao d = -3 o primeiro termo € 23. Vamos calcular a soma dos 15 primeiros

telmos.
A'= 23

d=-3
n - 15

r 1l
S.. = 12 23 + (]s 1) -;l 1s,, t

46-42.1<
2

4.15
2

=30

Propriedades da Progressao aritm6tica

Cada termo de uma proglessao adtm6tica 6 iSual a m6dia adtm€tica dos telmos adiacentes'

Exemplo
1.4,7,tO,13,16,...

^ A1+A. 10+16 ,)
",= -= 

2 -"
A-+A- 7+t3

'-3 2 2

A soma dos telmos equidistantes dos extremos de uma progtessao a tm6tica finita 6 igud

soma dos extremos.

Na progressao aritm€tica: Ar, Ar, 4, Aa

Az+ A3 = 4 + Aa

Na progressao aritm6tica: A1, Ar, 4, Aa, As

2.Ar=4+As



Exemplo
1. Para que valores de 1 6 que a sucesseo

Suce$6es num6ri.as func6es rea s de vorinve norurol

de tres termos x2, -3, -5x forma uma progressao

aritm€tica?
2 . (-3) = irz+ ( 5x)

sex=2+4,_3,_10
Se1=3+9, 3, 15

€ x2-5x+6=0
t=2V x=3

(d = -7).
(d = _12).

Uma sucessao U, de termos nao nulos, diz-se uma proSressao geom€trica (PG) se existe um
A

Elmero real r Lal oue I ' - r. !r? L N, V/. e R.

-lo nimero r chama-\e raTeo da proSres\ao geomilrica.

Consideremos a sucessAo Ar= ll3, 6,12,241 ...).

.rrser,,a que ! = z; f = 2; 
2;=

lsto €, 6 constante o quociente entre um termo e o seu antecedente,

J nfmero 2 chama-se razao da sucessao.

:-:no geral de uma progressSo geom6trica

:-ia r,, = A,, Az, A:, .." -4, uma progressao geom6t ca.

-n1- =r."n,uo A =A.r

' : =A2/=A1/r=A1.1
. -,=.{ir=Arf . r=A, 13

l!fl Progressio geom6trica (PG)

=.\ r=A /r

-{ expressao ,4, = A1r'_ 1 chama-se

& qualquer termo da progrcssao.

L\emplos

termo geral da progressao geomEtrica porque permite

\amos encontrar o oitavo termo de uma PG, se Ar = 1 e r= 3.

1.=1.3/=2187
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2. Vamos calcular a razao e o termo geral de uma progressao geom€trica, sabendo que

.1 1*' 8"'' _stg2

1

10% *

lo,
1,=

Termo uLral:" rl1" r

A _A./, r_A =iJ.1_\41

3. A soma dos tres p meiros tennos de uma prosressao geom6trjca 6 igual a 6 A soma d'
2.', do 3'e do il'termos 6 igual a _3.

Vamol n( onLrJr n leI1lo Serdr dJ pro8-L*\;o.

{^::. ;

f r I
187=.,oz

{'='tl

1

E

1o
8192

1,,.i'.r'= 
USU

-{^:,'

-l.l = !=8
I

,E
4

8
' '81P

_1
8.Il

1

4

]Ar+A,+Ar+/':=6LAr+Ai+t'+A,/i=-3
]Ar(1+r+r)=6
I A,.(l +, + l)= J

Dividindo membro a membro, obtemos:

+H#=:-i= z *.= -], r,o,o,"l =#,=+

A]
A,r1 -; +;)= o - r =6-Ar=8.

ferrno geral: ,L, = S. (-])" '



5u.e*6e5 num6rico5 funcoes rcon de vori6vel nor0ro

:-cpriedades de uma progressio geom6trica

,rr produtos dos termos equidistantes dos extremos de uma proSressao geom€trica li[ita sAo

:_:ai5 ao prcduto dos extremos.

\a prosressao geometrjca A,, 4,, 4., Aa.A., A5:

Exemplo
' . u"= 12,6, 18, s4, 1621

2.162=6.54
B2=2.162

aada termo de uma progressao geom6trica de termos positivos 6 igual a m[dia geom6trica dos
-::f]os adjacentes.

Se A. = A,, A., A., Ar, .. 6 uma proSressao Seom6trica, entao:

A' = VA,'A.
r, = Ve1"-

Lxemplo
1. Na progressao (2, 6, 18, 5,1, 162):

6='D.18
18 = v6. s4

S.:ma dos n primeiros termos de uma progresseo geom6trica finita

Seja A,, A,, A,, ..., A,, uma progressao geometrica finita de razao r.

I loma dos , termos 6:

s, =,A.r + A, + Ar + ... + A,,

-.amos multipiicar os dois membros por /:

r'S,=A/ + Ar/ + A.r+...+A,r

A, A, A"

,o8o, r.S, = A, + Az + A. + ... + A, +A,r



Vamos subtafu as duas equag6es:

S,-r. S, =4 +4-A,+43 Ar+...+A,.r
S"(1- r) = A,A" rmasA,=A,'r'-t

Logo, S,(1-r)=A,-A,.r' 1.r

S"(1 -/) = A, -A,e = A,(1 -/")

ffi*m
6 a soma de , termos consecutivos de uma prcgrcssao geomEtdca.

Exemplos

1. Vamos calcular a soma de oito termos consecutivos de uma PG, se A1 = -2 e / = -3.

- ^ 1-(-3X . ^ 1-654s.=-2. l" -3= 2.- ;-'=3280

2. vamoscalcularA,e,4.,sabendoquer=-l,r-oes" I33.

, t?\"- lrl
sb = A,i: =4 j =133

1-64

= 133 <> At= 243

^6=243.\;) 
= -243

Um motorista de ochapa 100, foi multado cinco vezes, tendo o valor duplicado

vez que pagava uma nova multa. A riltima multa foi de 816 meticais. Quanto
ao todo?

,\ 
5---r

32'%3

AAAAA\.- __,,\.-__-,\___r''.-__--r''

4=816

S,=51q:?

s. = 1581

Logo, r = 2

816=Ar.2a
At=51

1581 meticais.O motorista pagou, ao todo,



Suces6es num6icos func6es reois do vori6veliorurol

@ Soma de n termos da progressio geom6trica
infinita

Selrl<1er-+ooentao:

- A,(1 r) A.
-" 1-t 1 t

Exemplos
1. Vamos escrever, na forma de fracEao, o nrimero decimal2,(3).

2,(3) = 2 + 0,3 + 0,03 + 0,003 +...

Consideremos pdmeiramente a soma:

S. = 0,3 + 0,03 + 0,003 +... 6, pois, uma proSreslao geometrica de raz;o. = fr" a, = o,:.

, /11'
" ^"- \10/ 0,3 J 1

' 1 | 910 9 3
10

Z.,St =z t!=1'.t3

2. Vamos calcular a soma2 + O,2 + O,O2 + ...

0,2 + 0,02 + 0,002 + ... = O'2-=?
r-1 e

10

2 -O.2 ' O.O2 - O.OO2 - ... z ,2 =2!99



l.CalculaovalordexearazaodaprogressaoSeometricaemquex+3,2x,3x_2saotermos

Resolu!eo
Se Ar, Ar e Ar seo termos consecutivos de uma PG entao Ar'? : Ar - A3

Assim: (2x)'z = (x + 3)(3x - 2)

4x, = 3x1+ 7x - 6

*-7x+6=0<>x=l

I

,
4
3

16er

JA,*a=e
| (8 + 2),. (A,+ 3)(8 + d + 6)

tA=8-d - I
ll00=(8 d+3)(14+d) |

."1=6+9, 12.

2- Tres n[meros cuja soma € 24 formam uma PA. Adicionando aos trcs termos os ntmeros 3,

2 e 6 respectivamente obteremos tres n[meros que formam uma PG Quais seo os nrmeros

em PA? Quais seo os nimeros em PG?

Resolugao

lA+A,+Ar=24
| (e,+ 2y = 1a + 3)(Ar+ 6)

Resolvendo o sistema:

Ar+Ar+d+Ar+2d=24
(Ar+ d + 2F = (A,+ 3XA + 2d + 6)

3A +3d=24

Ar, Ar, A3 pertencem d PA

(A + 3), (A, + 2), (4 + 6) pertencem d PG

Numa PA:

A,=A +(n_t)d

(ll - dxl4 + d) = t00



,=-,a! resolver a equatao:

-:r(14 + d) = 100

-:' lC+ 154 I00=0
--ic-54=0

Su.cs6i:r n,,ra,i..s fLi.ae5 r:o s a. v!r av€ n.lurc

sed= 9entaoA! =1741:8.4= |

se d = 6 entaoA = 2,A, = 8,A, = 14

se d = -9 entao A =20tA,= 10,43= 5

sed=6entAoAL =5,A,= 10. Ar = 20

: .creve na forma de fracfeo o nrmero decimal 2,05050505...

Lsolu!aoi
:::0505... = 2 + 0,05 + 0,0005 + 0,000005 + ...

I

e uma PG de razio 
lO0 

e A = 0.05 e n-+ .

/rrt-1,";l oos
: 15, =2+ tim O,O5 '"," -2+ 99r'too

r00

5 198+5 203

203
-.8o, 2,(05) = 99

t Um viaiante qu;s contratar um tixi para uma viagem que devia durar t horas. O taxisra
pediu, por cada hora, 120 m€ticais, o que o viajante achou muito caro. O taxista propos que

he pagasse 3 meticais pela l.'hora, 6 meticais pela 2." hora, 12 meticais pela 3." hora e assrm

em diante. O viajante achou a proposta engra(ada e aceitou-a de imediato. O taxisra ganhou

ou perdeu, em relageo i primeira proposta? Quanto?

Resoluteo:
C viajante teria pago 9 - 120 Mt = 1080 l4t se tivesse aceite a primeira proposta.
aom a segunda proposta vai pagar 3 + 6 + 12 +..-+ Ae Trata-se pois da soma de 9 termos de uma

:-cgressao geom6trica onde A =3er=2.
i-^{l r) ^ (-r(l 2"} _ rslrt -^ t_. - r"=r t, - 5"=3. t=1533
Com a segunda proposta, o viajante pagarii 1533 meticais. Loto, o taxista ganhou a mais

533 lYt - 1080 Mt = 453 lYt em relaeeo A primeira p.oposta.

99
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l. Considera as sucess6es seguintes e determinz, U ' Ut Us' ... , Ur.

l.l U^= 2n - |

n+ I
r n+ 3

t.3 u,= l+2n_ |

2. Na sucessio U, = T, do exercicio anterior, verifica se os nimeros reais 0,9 e 1,25 sio

termos da sucessa; ou"n5o. No caso afirmativo' indica a ordem

3. Estuda a monotonia das sucess6es definidas Por:
n3.1 U =-n n+l

/2r
C =l=l

^ 6- I

U,=6+(_t),
n+3

.. 2n+3
",-4.-l

3.2"

3.1

3.4

3-5

3.6

4. lnvestiga a convergancia das seguintes sucess6es de termos terais:

I r-t).. I
4.3 A.=L 4.4 D,

I

-senePar

-l sen6impar
4.2 B =5n

5. Dada a sucessao U, = 

- 
+ (-l)n:

5.1 Calcula U,, % e Ur;

5.2 Justiflca que U, neo 6 mon6tona.

6. Escreve uma expressao analitica que Possa Serar a seguinte sucessao:

6.1 8,16,24,32....
6.2 2.1.2.).2,...
6.3 ),2,-2,2, 2,...
6.4 4,6,8,10, 12, i4,.-.



Sucessoes numeri.os fung6er reokde vdri6ve norurcl

7 Das setuintes afirmag6es, indica aquelas que seo verdadeiras.
n+ I/.1 A express;o U.= 
n _ i define uma sucess5o.

Z2 0 dominio de uma sucessao 6 um subconjunto de R.
Z3 0 contradominio de uma sucessao 6lR.
7.4 Uma sucessao 6 uma funeao real de varirvel natural.
Z5 Uma sucessao monobna e limitada e uma sucesseo convergente,
Z6 Uma sucessao mon6tona crescente nao 6 limitada inferiormente.

8. Considera as sucess6es de termos gerais e calcula os primeiros tr6s termos de cada
sucessao (n € N):
8.1 A, = 2"

8.2 B, = 30

8.3 C =l-2n
I8.4 D =/ lr*r.-

/n+2,|'f l)"18.5 V=+

9, Considera a socess,o de termo teralAr =
n+ I

9.1 Escreve os cinco primeiros termos da sucessao.
9.2 Escreve o termo de ordem n -1.
9.3 Ser, 1,02 termo da sucessseol E I,Ol?Justifica a resposta.

10. Considera a sucessio U =

l0.l Determina UI U| Us, U.* .

10.2 Verifica que 9,9 6 termo da sucessao e indica a sua ordem.
10.3 Sere 6 termo da sucessaol 

J ustifica a resposra.

ll. Nas sucess5es seguintes, escreve o termo geral, de cada sucessao.

.t -t, -4, -9. -t6. -25. ...

.2 -1, 2, -3, 4, -5, 6, -7,...

.3 1, 3, 9, 27,8t, ...

.4 0,5, t0, 15, 20, ...
ll.5 0,l; 0,01; 0,001i ...

,,. I 11 I I

"- 2 48', t6i?"



12. Escreye o termo Seral da sucessao:

l2.l Dos n0meros Pares;

12.2 Dos nimeros imPares;

12.3 Dos miltiPlos e 3;

12.4 Das Potencias de 5;

I

12.5 Das potencias de j.

I

ll. lYosoaqueA =;{n | / I e uma ProSre\<:io arrtm'Lica

14- Mostra qLle B, = n n1 nao 6 uma ProSressio aritm6tica

15. Escreve os cinco Primeiros termos de uma PA em que o

t5.t 2 t52-l I

t5.3,

l:termo6 2earazao6:

t5.4 0

lU =2
16 Verlfica se a sucess;o V =l ,,u -u +3

6 uma pro8ressio aritm6tica.

17 Sabendo que numa PA, u5 = 14 e Us = 23' determina a razao da ProSressao'

18. Dada a progressao -5, Z -9, ll, . calcula o termo Seml e o termo de ordem 500-

19. Escreve o termo Seral da Progressao em que:

l9.l UL =3ed=10
19.2 Ur= l0ed=5
19.3 Uo=5"U,.= 5

19.4 u6+ us= 78 e d = 3

20. Calcula a soma dos n Primeiros termos da Progressao aritmetica'

2O.l 6, 18, 30, 42. ... n = 20

20.2 6,-2,2,6,... r,=l0
20.3 0,5;0,9; 1,3;... n = 18

20.4 A,=3,5:A,,=75 n=100

21. Numa PA de razeo -3, o sexto termo 6 -7 e o en6simo termo € -242 Quantos termos l'-
a Progressao?
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Suce$oes num6 .os - fun96es reo s de vor6ve naiuro

i2. A soma do primeiro e quinto termos de uma PA 6 26 e o produto do segundo e quarto
6 160. Calcula a soma dos primeiros sejs termos.

:3. Quantos n[meros divisiveis por 3 existem entre 100 e l0 000 exclusivel

:4- Calcula a soma dos doze primeiros termos de uma PA, sabendo que a soma do 2.o e do 5.'
termos 6 14 e a soma do 3.'e Z" termos 6 8.

3. Determina a soma dos dez primeiros termos de uma PA, sabendo que a soma do l: e 6.'
6 3 e que a soma dos seus quadrados 6 45.

i5. Calcula x tal que:

26.1 3+ l0+ 17+ +x=49
26.2 I +7+3 +...+x=325

:7. Escreve os cinco primeiros termos da PG tal que:

27.1 A,= Jer=2
27.2. A7=l0er=-2
27.3 Aa='let= |

27.4 Aa= 6 e \= 3

28. Veriflca se sao PG e. em caso afirmativo
/ r \,. r

28.r s, . 28.2 
IrJ

indica a razao da progresseo.

28.3(-lr". i

29. Determina o termo Seral de uma PG sabendo que:

29.1 A, =3eA5=48er>0
29.2 Aa=8eA?= 1

29.3 A1=6e\=t8
29.4 A1= I e Aa=128

10. Determina o d6cimo termo de uma PG tal que:

30.1 Ur + U6= -488 e razeo 6 3'

30.2 A =5eA,= I0

31. A Ana descobriu que o namorado da Vit6ria era o Satar. Num minuto, ela contou a quatro
colegas da escola e cada uma destas contou a outras quatro no minuto seguinte e assim

sucessivamente.

31.I Quantos vao fansmitir a noticia ao fim de quatro minutosl
31.2 Quanto tempo levaria para que 3000 alunos estivessem a transmitir a noticia?



Ao terminar esta unidade, deverds ser capaz de:

. explicar a no9eo de limite de uma funeao;

. aplicar as propriedades dos limites de fune6es Para o c6lculo de limites;

. identificar as formas indeterminadas de limites de fung6es;

. calcular limites laterais;

. calcular limites notiveis:

. dennir uma funeao continua num Ponto e num intervalo;

. identificar uma fungao continua dado o seu 8r6fico:

. determinar se uma funeao 6 continua, dada a sua exPresslo analitica.

f, Limites de uma fungio

!l[ oefinigao de limite de uma fun96o num Ponto

O conccito de limite de uma funqao 6 fundame:rtal para o estudo e compreensao do calculo

A ideia iotuitiva de iimite 6 aproximar-nos o mdximo possivel de um vaior num€rico e, mesrn'

assim, nunca alcan!5-lo.

Antes, por€m,6 conveniente observar que a existoncia do limite de uma funeao paraumvalc:

numerico D quando x tende para um valol num€rico d, nao exige que a funqao esteia definid:

no ponto d. Na realidade, quando calculamos um limite, consideramos os valores da funqao te:

pr6ximos quanto desejamos do ponto a, por€m nao coincidente com d, ou seia, consideram't

os valores da fuoeao na vizinhan(a do ponto d.

Consideremos a funqao defrnida por, lU) = g+.

Vamos estudar o limite de l(x) quando x tende para 2.

Obse amos que pata x = 2, a funlao nao esta def,nida. No entanto, mesmo nao existin-

fl2), o limite de l(x) quando x tende para 2 existe e pode ser calculado da seguinte forma, fa'-=-:-

dzando o numerador:

tbt + 4lzt- 41 .. ^rim':--r l: =lim'2r+41 2 )+4 8,i:_; zx 4



rim res e.o.r iu dode de fun.6es

_,nnos 
apresentar a de6nilao de timite de uma funqao segundo Heine:

S€ia fuma funcao real de va.ievel real e d um ponto de acumulaqao do dominio de fDiz-se
ltEftendepar4Dquando.xtendepaladeescreve-selimllx)=lrsees6se,atodaasucessao
r de valotes de I pertencentes ao dominio de , convergente para a, mas por valores nao iguais
trl, correspondente a uma sucessAo de valores de , ft;(.) converge para ,.

:--;io inflnitamente pequena e infinitamente grande

Fungio infinitamente pequena (ou infinit6simo)
Selimf(r)=0ou lim r(r= 0 quando a-d ou x - rm, a funeao fl1) diz-se infinit6simo.

Fungio infinitamente grande (positiva ou negativa)

Se li{* l(a) = too ou ,lim Fx) = tco quando x - d ou .x - rc., a funqao /(x) diz-se infinita-
Erente gmnde (positiva para o limite igual a +c. e negativa para o Iimite igual a _.o).

Propriedades
:odemos enumerar algurnas propriedades interessantes dos linlites itrfinitamente lJrandes e

:_.quenos.
. I soma e o produto de dois infi n it6simos, quando jr - d, 6 tamb6m um infi nit6simo.

' Seiam (ir) e gf1) dois inlinit6simos, quando jr - d:

,,'" I'Ir,,, r 0.,r, fLn,o, \ /.\. eJ,\,d",i{ndm ill.r\u(\ o I 1r.\ma orflrm.

b) se lim l]j = C = 0, entao llx) 6 um inflnitErimo de ordem superior a gf1,

tende mais rapidamentc para zero do que g(1)_

. re lirn ' " l.r'tl;oJ\ ur(i'e\,rIe..\.d;,,eT-\.cqui\,dlpn.,,.,-r J( y,

Exemplos

1. senr -r quan{lo} - g p61qug 11m!9!l= 1.1_r) ,Y

2. tg x - x quando -{ - g po.qr" 11- 181 = 1

3. Seja llit) = r(1 + w?) c J(x) = 31 - r,.
,. ,r(t + lry) ).r1 + w?) I

l$ -r* Y = r,rn,,-1I 
- U = 1,,rto C 1r1 

" 
ga() sao da mcsnra ordem quando x - O.

4. Seia f(x) = ,t e xd) = 
3\F 

.

liq;:=l4l 5l/-'r=Unr 5v'{=U, logo (jr) 6 um infinitOsimo de ordem superior a g(jr).,.0va ..0 rt ..0

r09



5. f(x) = 1'6 uma funqao infinitamente grande Positiva quando 1 -- +:' porq::

,lim 12 = +co

^ ,,,, =1e uma funcao infioitamente grande Positiva quando it - 2 poror:
' " t-2

llim 

-=+1

fpl Limites laterais

Vamos estudar o comportamento duma funqao quando x - d, considerando uma \ule5s;' -'

x2,xr,...,x,,clevaloresdexquetcndemparaaeseiarnyl,yr'L,"'yroscoflepondenteslalcr=
del

Exemplos
1. Vamos considela{ a fun(ao l1,r) = 2} + 4 Atribuindo a x valores pr6ximos de 2' masmenc:=

que 2, temos:

t,9 |,99 |,9999 x-)
1,6 7,98 7.99998 v-8

Graficamente, temos:

RePara que para r -2 entao flx) - 8, onde o sinal " " significa que aproximamos 1 de 2' pci

defeito. Podemos escrever: lt+ flx) = 8, onde 8 6 o chamado limite lateral esquerdo'

Diz-se que 8 6 o limite e esquerda de flx) no ponto 2'

Se agora atribuirmos a '} valores pr6ximos de 2, mas maiores que 2, temos:

20 2 001 200002

8,02 8,002 8,00002 -8

Glaficamente, temos:



t mites e.ontinuidode de funcaes

Repara que pala 1 - 2' entao flx.) + 8, onde o Sinal "+" signinca que aproximamos x de 2,
por excesso. Podemos escrever: lim.fl-l) = B, onde 8 6 o chamado limite lateml direito.

Diz-se que 8 6 o limite a direita de fl-{) no ponto 2.

(Jbservemos que em ambas as tabelas quando.x se aproximacadavez mais de 2, (,x.) aproxima-
-te cada vez mais de 8.

Uma funqao tem limite no ponto lu se e s6 se existem e saoiguais os limiteslateaais no ponto d,

:u seja:

O limite de uma funeao num ponto, quando existe, 6 dnico.
Dizemos que existe o limite num ponto quando o limite 6 finito.

@ Operag6es alg6bricas com limites
Considera duas func6es feg convergentes e17 € lR.

Limite de uma soma

O limite de uma soma ou de uma difercnqa de duas firneoes convergentes 6 igual n soma ou
i diferenqa dos limites das funloes:

Es(fts)=lrl+ftl1I}s

inite de um produto

O limite de um produto de duas fune6es covergentes 6 igual ao produto dos limites das
rmgdes:

g+(r.c)=F+r.111'}s

inite de um quociente

O limite de um quociente entre duas funEoes convergentes, em que lim g + 0, 6 igual
e)ciente de limites das funE6es:

- lIl= llI':Jsr la/ rrl].(

..rnite de uma pot6ncia

O Iimite de uma potencia de uma lunEao convergente, com ,? € N, 6 igual A potOncia do
iete:

er=(l'*4"



Limite de um radical

Se flx) 6 uma funqao convergente e P um

funeao conveigente de indice p € R 6 igual a

nimero rcal, temos que o limite da raiz de uEi
raiz do limite do radicando:

lry,W=p,/W

lndeterminae6es

Consideremos o seguinte problema: Dados dois nrimelos 4 e 4 determina um nrimero r a

Examinemos este caso quando lz = 0 e, = 0.

Trata-se, pois, de achar um ndmero x, tal que 0 . x = 0. Or4 qualquer nimero satisfaz esta condieac-

Portanto, o problema aqmire como solueao qualquer nimero, por exemplo: 3, -5, 190, . .

Deste modo, o srmbolo fr pode considerar-se como indicativo de um problema indeterminad.

e por isso se diz simbolo de indeterminaEao.

Outrcs simbolos de indeterminagao sao os seguintes:

Y.!.1".--- 6.*.60 -oO6
Levantar a indetermineao € encontrar o valor limite, se existir (e diz-se neste caso que a inde'

terminEao 6 aparente).

ExeElplo
. ).':- I G-Ttq + 1) ..L lim" I-lim" ---r=lim(r- l) 2,-r x-l '-r lJ-1)

[@ Catcuto de limites

Limite de uma fungdo racional tipo ,lim fl

Para o calculo do limite de uma funqao do tipo.li4r !!, usualmente procede_se da seguinte

iormar ' '- q(Y)

. coloca,se p meiro em evidCncia a potencia mexima de fl.x) eg(x);

. depois, simpliica-se e em seguida substitui-se rx por +tu.

'"1r',.1..i'



timires e continuidode de fung6es

Exemplos
. 2x'z 1 +:l1. Vamos calcular trm _.,+i x._ ar + 5

. 2a')-a+3
.,'S. ; . 8r, i = --:-:- euma indeterminaq;o.

\?mos proceder como em cima:

. bt'z x+3lrm-=lrm:+\ xr_lt1+\ r+N

,,-,1, . - 3 \'- \- 2a, 2t, )

.,1'-9.11

= lim
,1,

,(, i.11)

l,- L. Ll
1,--El5

2r'* 2r')

2

=0

-'mites de fung6es racionais do tipo /lm-@
'- " c6)

Para o calculo do limite de uma funlao do tipo liq Q usualmente procede se da

-guinte lorma: ' 'o qlx\

' primeiro substitui-se x pol, e, se f(a) = 0 e g(a) = 0, entao obt€m-se uma indeterminaeao
(,

do tipo 
d;. Iogo, factoriza-se os dois termos da ftaccao e simplifica-se;

. por 6m, substitui-se 1 por d pam obtermos o valor do limite.

Exemplos

1. Vamos calcular

l-T, ".-r, - z

Vamos proceder como em cima:

.- x'-1 .. A-+1ti]., 1\

'll ^'*3,* 2 =,rfE t * rfo-2,
. -t1

=trm-t- t)t+2
-1-1
-1+2

2
+1

lg,"*#;.
=,1-3-rf 1 =3 6 uma indeteiminacao.

Il3



2. vamos calcular lir4 t **y
Vamos usar a regra de Ruffini para a factorizacao do numemdor:

tnA--dlqz+ax+so'1\
^1}.-.d)

a2+a2+5a2 7a2 -

Limites de fung6es irracionais

Pam o calculo do limite de uma funlao irracional, usualmente, plocede-se da seguinlt
forma:
. primeiro tenta.\e \ubstituir x por dj
. tenta-se depois levantar a indeterminaeao atmv€s da multiplicalao pelo conjugado do nume-

rador ou do denominador;
. por 6m, substitui-se a por d para obter o valor do limite.

Exemplos

r vamos catcutar lim vT+ Y - i'T- *
a-O

.. ,fi+a-,n-
0

=lim
,fr+a-,/T-,

-. (1 +x) (1 a)

'{y(V1+r+V1-x)
- 1+).-1+x

= l$;iffi* vr1 ,r
.. 2x
\-o x(V1 +.x + Vl x)

..2
r-o V1 +-r+Vl-r

2
=1+1

=1

1-1 0
0

d uma indetermjnae,o.

(',n + x ,t-1-46lTia+\ry-a)
xWlim

1 0 4a2 - 5dr

1 0



Lihiles e conrinu dode de fun.6es

l. Vamos calcutar o hm 1r - |

'-1 i -r:-^lifi,'-: - iuma indelermtnrc:lu,1-r V.Y-l u

Para levantar a indeterminaqao, \,amos encontrar o miniDo miiltiplo comum (m.m.c.)
dos indices dos radicais:
m.m.c. (3,4) = 12

Seiax= ttr, se-r - 1 entao t- l

Recorda que:

d3- bi = (a - b)(a2 + ab + bz)

d,- b, = (a b)(a+b)

Logo,

iim " '- Iim l:1,-r V). I ,-r r,- 1

,. (., 1|C+I)
r-r (t_ r)(r,+ r + 1)

- lim (,-l)(t + l)(t'? + r)
t-t lL-'1J(?+t+1)

_(1 + 1)(1 +1)
(t+1+1)

-Tlites de fun95es trigonom6tricas

limite not6vel: iim !!Ill = 1,. l] ]r

Observa o quadro seguinte.

-l l 09.
-l000t 4,999
-:.000000 4.99999..

4.000000 4.999999
r 00001 49999..
1.00 0998
i.0t 0,98

1

Nota que:

x-0;/-1
a-o,;y-l

verificar que:feste quadro podemos

tm-=l I.*.":, I.rm-= 1 |-.+ )!



Exemplos
-- _ _ _ sen -Jxl. vamos calcuhr lrm

,+o I
- sen-h 0
lT-= I =; e umd inderermina\;o.

Vamos levantar a indeterminaqao aplicando o limite notf,vel:

. 5en 3x - sen 3xlrm-=llmJ.--a-O x r-{ .tit

sen 3r
= .t, timl-o 3.x

=3.1=3

2- Vamos.al.ular:

lim -91
0ll

- fsenx-cos.ri=lrmsenx-

3_

= lir4 ry . In! (sen 1- cos a)r.0 tt ,-o

=1.(0-1)=-1

vamos calcular lim sen a send.
xa

Vamos fazer uma mudanqa da variavel:

Se,a x-d = t. Entao x = d + l.

Destemodo,sex - dentao f - 0.

t.m sen (t + a) - sen d

Recordas-te que na 11." classe aprendemos que sen x sen .y = 2 sen lll . cos 1f2.

Logo:
t +.11 .tl t+a+az.sen 2 cos 

2
^ t t+2az sen r-cos 2lim

t
- sen, - rt + 2a\

= lrm - . lrm aosr-o r i-o )
,
O+).a=l'(o\ 2
)a=l Co\Z



Limi,es e.oitinuidode de fuir6es

[pl Continuidade de fung6es

flfl Continuidade de umafungao num ponto

. Nao existc lij4 (r);

)efi nigdo

Seja fuma fuDtao real de variavel real e d um ponto de

:--umulaEao do seu dominio,

Diz-se que f6 continua no ponto a do seu dominio se,

s6 se as tres condig6es seguintes se vedficarem:

. existe lim 

^a);' Ig]flx) = rid).

5e uma funlao nao 6 continua num ponto -r = d do seu dominio, diz-se qne a fungao 6 descon-

iua nesse ponto, A descontinuidade pode acontecer ou porque a funeao apaesenta um ufuio,,
:.r da "saltou nesse ponto.

Pode ocorrer as seSuintes situaEdes:

. o lt]}flx) ' f('1);

Descontinuidade nao evit,vei. Des.orltinuidade evitiivel-

5e lim /1-r) = f(d) diz se que f6 contirua e direita do ponto a;

lyr r(o = fln)

' 5e ,!g flir) =f,(r7) diz-se que f6 continua a esquerda do ponto d.

lr]ll fl,) = fld)

1t7



[pp Fungno continua num intervalo

Definigio I

Uma fungao fdiz'se continua num jntervalo ld,bl do seu dominio, se e s6 se 6 continua em

todos os pontos desse intervalo.

Definigio 2

Uma flmgao fdiz-se continua num intervalo ld,rl do seu dominio, sc c s6 se verificar as

segrintes condiE6cs:

. € continua em l.r,lrl

. 6 continua a direita do ponto d;

. a continua i esquerda do ponto,.

Propriedades e operaeoes das fung5es continuas

Se fe g sao duas luntdes continuas num ponto d do dominio qa q entao, nesse ponto, sa:

continuas as fungoes resultantes das segulntes opera!6es.

Continuidade da soma
A soma (ou a diferenla) de duas fun!6es continuas 6 uma funqao continuai

Continuidade do produto
O produto de duas frnq6es continuas 6 uma funCao contirua:

fg

Continuidade do quocientc
O quociente de duas furqoes continuas 6 uma funqao continua:

.{

. Contlnuidade da potancia
Toda a potencia de expoente nalural duma funEao continua 6 continua:

l(1) = (g(.r)),,, com /r -. N

. Contiruidade da raiz
Toda a raiz de indice naturai de uma funlao continua num dado ponto 6 ainda un - ,

continlta:

f(.r) = im , com ll -. N

,{s propricdades enunciadas permitem verificar onde 6 que un1a das fun!6es 6 contr.- .
6 descontinua. Deves, ainda, considerar dois factos evidentes:
. a funEAo / = ry 6 continua para todo R;
. toda a funeao constante da forma / = a, onde a 6 um nimero real qualquer, 6 cLrr . - -



I i:-2r\er-2
nu=i ,. ,.-. .2t-1

Vamos estudar a continuidade da funeao no seu dominio,

ldmeiro, temos de encontrar o dominio de ,
q=l co;2[ u [s;+.ol
v.i-tr'21=>rirr=1:-2r
r E [s;+.xr[ - flit) = 2x ]

Logo, a funeao f6 continua nos intervalos x < 2 e t'a 5, por ser uma funqio
polinominal.

Para x = 5, fnAo est6 deir da e esquerda. Varnos, pois, averiguar o limite da funeao
a esquelda:

lijl f(1) = hqr (2a - 1) = e.

Como l(5) = 2. 5 - 1 = 9, podemos verificar que:

lll fl1) = fls), o que prova que f€ continua no ponto l = 5.

Concluimos que a funqeo dada 6 continua em todo o seu do inio.

<v
'. \eJd/l\) 

r:-4.Vdmo\e\ruddr dconlinurdddeda lunrao.

O dominio da funcao 6: ,Y € R\l 2; +21.

Os pontos -2 e 2 anulam o denominador, por isso a funqao f € descontinua nestes

pontos.

Seia r = d, um ponto qualquer diferente de 2 e 2.

timi,es e.onrinuidode de Iutr!6ei

Exemplos
1. Seia fuma funqao real de varievel real definida por:

Calculando o limite em r = d temos:

lim r|r.r = lim !L= iL\.a\, 1 a, 4

Calculando o valor da funcao no ponto x = d resulta:

Os dois ciilculos permitem vedficar que:

l{* r(1) = fld)

Logo, como d 6 um ponto qualquer do dominio de , podemos concluir que (1) =
P uma lun\ao, onlrnud em lodo o \eu d.n"rni..

5x

ll9

i,:;lir';,t.rrr,rir.i,,: rr,i!.,iti :rlii:r'ir



[pf,! Limites infinitos

Os limites infinitos sao limites em que x - t.!.

Seja a funlao em que o limite e do tipo hm 41.

O procedimento do calculo consiste no seguinte:

. Colocar em evidOncia a potCncia de.x com maior expoente de l(x) e de 3(1);

. Simplificar a fraclao;

. Substituir 1 por tco para obter o valor do limite.

Exemplos
l. Fn( onlra o\ lrmite( das \egurnte' fu n\oet:

. 2x1 )t+3tt lrm 

-

'_ 
+1 r:- ll1 + t

Se sub\liluir mo\ r por -ot. leremo\ a indeierminacao do tipo j-:.

Para levantar esta indeterminaqao, devemos colocar x2 em evid€ncia:

. 2a'z t+ltrm 

-= 

lrm,-+-x, urx+I \-+.
*1,-1.i)

r 8 I\

/^ 1 3i
= lim

=2

1.2 \m :!:!411r- ! v9r1+Zr \

l,- L* Ll

.. 3( co) + 4(-rc) + 2 ..
\--. ve( (!)_2(_1) 5 -x
Levantando a indeterminaqao:

=r-4
=.tr!r#

6 uma indeterminalao.

(,.r?-i)



I m rP5 e .onrnu d.de de fun.aes

l. Estuda a continuidade da fungeo definida por:
,x'1- I sex>2
I(r=13 sex=2
t7 <er< ?

ResoluCao

Parax>2,afunlao6continua,porquex'?-r6continuaemlReparax<2tamb6mf6continua,
rIna vez que se trata duma constante. Resta estudar a continuidade de fno ponto x = 2:

lim flx) = 7

:y.f(,) = 2'- l=3 e(2) = 3

Neo existe limite F(x) quando xtende para 2. LoEo, a funeeo fneo 6 continua no ponto r( = 2.
Como os limites laterais existem e nao seo iguais entre si! o ponto de descontinuidade € do

p.imeiro tipo e hli um salto da na abcissa x = 2.

Comolimr.flx)=F(2)=3,diz-s€quenoponrodeabcissax=2afungao6continuaidireita
de 2.

2. Determina k de modo que a funqao

I x7- |(')=l u-,
sex< I

sex>l

seia continua no ponto de abcissa x = l.

Retolugeo
Para que (x) seia continua no ponto x = I 6 necessdrio e suficiente a condieao:
lim fl4 = (l)
lim f(x) = lim (x2- l) = 11 l=01

I k- l=0-t= I

JIi. (, =.1,q,.(k-4 =k- I I

$1- 
(x) = 1+. fl4 conaigao necessrria para que a fun9ao tenha limire no ponto x = I.

lg.m=,qi ar=f(r)

Conclusao: a funceo 6 continua no ponto x = l.

l2t.---=--;-



3. E dada a funceo fdefinida, em lR:

Ix':-3 sex<2
f(x) = lx+:I o ser22

3.1 Estuda a sua continuidade.

3.2 Conflrma os resultados anteriores, desenhando o triifico de fe indica o

contradominio.

Resolugeo

3.1 I'm flx) = lim (x)- 3) = 4 3 = l

,+r 2+3 5

t-2"" \-t 4 4 I

Comofirl flx) l,!T (x)e ainda,lim F(x) I f(2), (x) nao tem limite no ponto x = 2. Mas. como

5

,!:i, (,) = (2) = i, entao flx) 6 continua aPenas ir direita de 2.

3.2 Graficamente:

5

1f(2) =

4. Estuda e classifica os ponLos de descontinuidade se existirem da funteo fe ilus.ra-a
graficamente.

,2xl14t
l(x) = { ;x -;

[ 
"-.'

sex<-l
se -l <x< 2

sex>2

Resolugeo
A funeao F6 continua nos intervalos ]-.rc;-l[ U ]-l; 2[ U ]2; +co[ Resta confirmar nos pontos

deabcissax=-l ex=2.
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timi,es e coninricode de tui.6es

Para x = -l temos:

,IT, l(,) =,tir, (-2x- l) = I

.u.n r="9.fty- j)=,
4t

fl-l) = -t(-l) -t = I

Como l;qr. f(x) = 
"!1 F(x) = (2), enteo F(x) 6 continua no ponto x = L

Parax=2temos:
14 lr I I

,!i f(x) =,rin1 I f,-:J= f-;= 3 
II (2) = -l

,q (4=^!i.(x 6)=2 6=-4 
J

Como 
rlint. 

(x) I xljl f(x) + f(2), f(x) neo En limite no ponto x = 2.

Lo8o, lim (x) neo existe e x = 2 6 um ponto de descontinuidade do 1." tipo.

Graficamente:

r.,={
-2x - l,
4t-v-,
x-6,

sex>-l
se -l <xa 2

sex>2

5. Estuda a continuidade da funqao 1x1 = I-]^! 
". 

g.

Resolugeo
Dominio de (x) 6x + 2 + 0 <> x + A
A fungao f6 continua em lR excepto no ponto de abcissa x = 2, porque F(_2) nao 6 definido.

xr x-6 0
llr\ fE) =riq *Z =O e uma rndererminac;o.

Vamos levantar a indeterminagao:

fx-3llx+2)=,19,;-l =J
Como o limite existe e a fungeo nao 6 deflnida nesre ponto, entao o ponto de descontinuidade

chama-se evitiivel ou eliminavel.



Grafrcamente:

fl){)=-,parax+-2
6. Determina o valor do parametro k de modo

que as fung6es abaixo sejam continuas.

x k sex>2
6.t ftx\=1 t,+s sex<2

.., n,={

sex<l

sex+-3

Resolugao
t x-k sex>2

6.1 (r=] x,+s sex:a2

Condieao:

,rg a, =,!]Ii.ru =42)

liq (x'1+ s) = F(2) = 2r+ s = 9

,$.k-t)=z t
..>2-k=9<>k= 7

t 7x1- |., ,o,=] fli
x1- 9

x+3
k+ I

t 2x1 |

6.2 s(x)=] t+kIu,
Condicao:

r$ ft, = flr) = J5'.(,
lrr.r,(2x1-l)=l+k
2-l=l+k
l= l+k
k=0
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Lihi,es e con,inuidode de fung6es

,., ,(,={

{ 2x-2 sex<-l
z $j" f(*) = t e,,a 

::i : 
,a', ,,

x+3
k+ I

sexl-3

Condigao:

lim- ftx) = fl-3)

,llr, _ : = ; 6 uma indeterminacio.

Vamos levantar a indeterminaqeo:

,. (x-3Xx+3)
llm--=-6

-k+l=-6<9k=-7

EncontraA e I tal que fseia uma fungao continua em lR.

Resolu{ao

i lim (x) = lim 'flx) t€l
liq' F(x) = rim F(x) t

,lim (2x-2)=
[m (Ax+B)=

lim (Ax + B)

liq'. (5x + 7)
el28=851 8=a

I I A= ir-a
_ lB-A= a

-le*l=tr

(crx-2)'1.(x+ lf
8, Determina o valor de x € lR* se lim

l€.oluf60
Como as constantes somadas a +co dao sempre +co, vamos tomar apenas os termos em x de

-)l 
expoente.

lox - 2l) lx+ llr
Irn - #=36

tn 
-r-=16

tn --= 36

cr'z = 36
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9. Calcula os seguintes limites:

9.t tim /t +x-Vi

e.2 ,li[ ('fr+ I-1-3x l)

ResoluCao

9.1 Substituindo x por +66; ,16 
y'1 +66-y'+oo=+co-

Levantando a indeterminaCao:

,qL(1/r .,-f) (Vi@l vtl
\tl

. l+x-x= nm:r+Nvl+x+vx

=0

9.2 Verifi cando a indeterminaEao:

lim tvr \*t v4o.-lt=+.-r

Levantando a indetermina9eo:

\-3x D
1-3x tX\r=T + Vr- D

\/x+l+,/1i-1
x+l-3x+l

= lim _==-:,.+!Vx+l+V3l-l
-7x+2

,:;- yfil + 1tx _ I

Porque o grau do polin6mio do numerador 6 leo I

do denominador 6 t
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Llmites e conriiuldode de luncoes

10. Considera o rectangulo [ABCD] de lados x e ]4.
l0.l Exprime a diagonal d em funeao de x.
10.2 Catcuta,till [d(x) - x].

ResolugSo

l0.l Pelo teorema de Pitiitoras temosi

d'z=Ffx)1+x'1<'d,=x+x1

d=,/7+x

lo.2.4m- [dk) x] =,ljq'_ (*-r-9
Reiolugao

=,Jlqr- {rf + x -4

= ,liT- (f'T; - x)

= tim -+- =r -+! vxr +x +x

= lim 1= limx++-x+x ,-+€

= 11o<, - m ll 6 uma indeterminagao

,. x1+x x7
t .+\vxz+r+x

lim

XI
2t2
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l. Calcula os limites seSuintes:

xr 5x+ Il.l lim .-
2003x1.2 lim 

-
,-+. rl I

(2x + 3)(3x 2)11.3 lim
x: + 5

t.4 tim 2r=l
t-+a x + '-,/i

\n+7 .Ir-3.2 lim
3x

2x+633 ,\.l;iq 71;11

t.q ti^{:!}-lt.2 VJ-x I

2-tlx-33.5 IrIl rL 49

3.e IrmS
'-e lx 2

Vf * tl./ Irm-.-o \/l + x 4

128

7t) 3x+41.5 lrm 

-

,-+1 vl+).r
.tA+x+x1.6 lrm --- -vx

2. Calcula os limites:

2l lim-
"-)r'4x+4

-xr + I2.2 lim ; --;r- rx'+ I

x' l\+ )2l lim-
^-t x' 4x'+ J

).'z- ld + llx+d2.4 lim *

2.5 lim :!
h

3. Calcula:

3.1 lim 

-
,-4-Jx 2



Lm re,c.on nudode de tun!6e5

3.9

3. t0

3.8

Calcula:

sen (5-x)
4.1 lim -\-0 sen (2r)

l-.osx4.2 lim ,

,11tr,(il'+E)
tir-@

,lim (Vx'] 5x+6 x)

4.3 lim

4.4 ll.rl,

4.5 lim

4.6 lim
x-2

4.7 lin

4.8 lim

4.9

4.10

h
sen(r+h)-sen-

sen (nx)

sen (3rx)
t8 (nx)

x+2

I tgx
v'l + sen,, - vT t"" ,
I-lcos,lim ,

lim I 2cos 3xn
rcos lmrl cos /nrla.ll hq r
ts )( sen xa.l2 Inl j }]

413 lim.- sen (l[})

Determina o dominio das fung6es seguintes:

s.l (x) = lor,(x 3)
,

5.7 s(x\ = tot,61 7x + l2)
s.3 h(x) = log, (lx l- 3)

5.4 m(x) = ts (3x +,r)

sen ,
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6. Calcula:

L vT+ .r6-l lLm ln --
,-0 x I )

5 2 lim l1 + sen rl;

ix':-2.r+316.1 lim ; =-- ^ I
t-a \x' lx + 2l

cos x6.4 llm ln --,-0
I sen )

65 lrm-

7 Calcula os setuintes limites:

. ll+I):- |/.1 lrm
r-0

-r'?+r-l7.2 lim --/-+- r/- /r + 6

xr+3x?+3x+ I

3x7.4 im.
x1+2x+ I

-5
I7.5 Lim .,,-) t'-.1

), V57.6 lim 
-

r-,.)

8. Ca cula os ".nrtes cas seBJin(es funC6es ir-ac'onais:

28l lim-,.lvx+6
^r=18.2 lim-

'-xl
8.3 lim (-r4TT - r1

rl l\84 liml---li.t \Vx-J Vx-l.l
/tl\a5 LlmL- _- 

I
, .21\lX I yX_tl

,E_1
6.6 ltm 

-

r') \ x' t\

87 LLm trrl +x-1,')

lim7.3

t30
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tih r.i e..ntiR id.,.l-".1-" fLi

9. Considera a funq:o f(x) definida por:

| -r1+ 7r l1
I 2,,-s,-r

f(,) = I 1

[,,,

9.t Cat.uta,tim f(x).

sex>3

sex<3

9.2 Determina k de modo que exista /iq (x)

10. Determina k de modo que a funEio seguinte seja continua:

f(x) =

ll. Verifica a

f(n=

3x-5ksex<2

continuidade da funCao:

x 3 sex=2
lx+2lsex72

l3 l,,l
2.sejaflx) = 1,2'

sex:2
sex.:2

l2.l Determina os zeros da funqSo.

12.2 Determina k de modo que a fungao seia conrinua em x = 2-

kYr k1+ I

l. Dada a funeeo g(x) = 1 ,r* S,
Determina os valores de k para os quais a fungao 6 continua.

r 2 ser I
II -,)+1, \pl ,.54 D:d: i fun.io flr' = {l5r I

I se< 5

4.1 Qual 6 o dominio de i?
4.2 Prova que a funqao 6 continua no ponto x = l.
,1.3 l"lostra que a fun9ao neo 6 contlnua parax= 5 mas 6 continua e direita de 5.

4.4 Quais os pontos de descontinuidade de fl



15. D"d,,f,"qa"g(, ={ ;-
se l<x<2
sex=2
sex>2Vx:: I

l5.l Representa g(x) graficamente.

15.2 lndica odominio e contradominio de g.

!5.3 lndica os pontos de descontinuidade da funtao.

16. Calcula os limites:

16.l lim (x'1 2x + l)

x1 2x+l
162 lim- x,_ |

f- l6x1+ 16
16.3 lim

17.

16.4 liri, IVF + \,q t\

x'?-5x+6
16.5 lim-

, -t x'- lzx + l\)
m3 3m1+ 2m

16.6 [m 

-
ld + h)r - d'

16.7 lim ::
lt t\16g timi- 

- 

|,-r lx- I l-l'/
lt ) \

16.9 I'm l-- + l0l,-+\ lxr k I

xl+4P+4x
16.10 lim 

-

\--l (x + ...Xx J)

Encontra o valor de cada um dos seSuintes limitesi

lZl lim 3cos {3x} - 5sen (2x)

sen rl - 2xllZ2 lim ;*

173 lim 

-

i-oVl cosx

tex tso
174 lim-

sen (-x + o) + sen lx d'l
175 lim-

x



limi'es e.onlinuidade de Iuncaes

lim (l + cos 4cg'zt

18. Calcula os setuintes limites:
,/t+x-{t-x

18 I lim -*
4x

I r/l .r x,lim-

19ffi_3
, \frx+ t -.Bi:f)\ Jri- Ji;-,
.. '/ 

o, ,

\/4,+ I 1lim-
.,r-\ + l-3

l9- Verifica se as seguintes fune5es sao continuas em IR.

l9.l F(x) =1+ 
|

x1+ 4
te.2 f(4 = x:- 7

19.3 f(x) = cos (3x)

19.4 F(x)= l-lsenxi

lg.5 f(,) = ] zx se' 1 |

L 3ser>l

, xl 4I 
-se)(+2t9.6 flxt = I x- t

[+rex=2

17.6

17.7

lZ8 lim

t8.2

r8.3

t8 4

t8.5

18.6

ta7
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20. Determina o valor de k para que as seguintes fun(6es sejam continuas nos pontos indicados

20.2 f(x) =

21. l4ostra, aplicando directamente a definieeo de continuidade e os teoremas sobre limites, que
,\+]

a fJn(io fir) r - 9 
e conirnua err rodos os ponLos diferenres de -3 e 3.

22. Determina os pontos em que 6 continua e aqueles em que e descontinua a funCao

2x1+ 7x 2
f(x) = ,,i, + 6.

23. Representa graficamente a funceo fk) =.! * | l, ,le de(ermrna os ponros onde fe

25. Dados as funqoes reais de varievel real fe g tais que

lx'x
2or (x) =1k x

e s(x) =

I-t

,l
k-3

k1- 7

sex70

sex> 2

24. A profundidade h, de um canal 6 dada como

Ir
lrr seu x .l

" ls se4-r.10
[-,*ro <ero. r t)

24.1 Representafgraficamente.

24.2 lndica os pontos onde h(x) 6 descontin

20.3 (x)

l0
,,',=1 

,1,

neao de x (em metros). do seguinte modo:

no intervalo I l;12[

fu

2

, l

25.1 fe g seo fung6es descontinuas para x = l;

25.2 f+ g 6 uma funeeo continua para x = l.
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t m tes e conl nu dode d6 tunroes

26. Saben

f(x) =

27.

29.

sex<0
se0<x< I

sex>l

do que:

Ij dI+D
12

Calcula o e b para que frepresente uma fungao continua.

de variAvel real:

se xl 3

sex=3
k para o qual F6 continua no ponto x =

Dada a fungao real
L,
t k+ I

Calcula o valor de

Determina m de tal modo que:

t-l s€x<-lilrl = l
3-mx' ser(>-z

Observa a imaSem geom6trica da funtao I lndica em qual dos Pontos 0, I, 2, 4 a fung:o e

continua,

Considera a funeao real de varievel real:

I 2x-4k ser=3
l(x)= I ^..1 Zr'- 5X- J| -, *i^-i sex '/ 3

Calcula k de forma que fseja continua em x =

3.

28.

30.

3.



No final desta unidade, deveres ser capaz de:

interpretar o conceito de derivada como limite do coeficiente angular das secarE
ao grafico;

interpretar fisica e teometricamente o conceito de derivada;

utilizar o limite para calcular a derivada;

utilizar a derivada para analisar a varia9ao da funeao, incluindo os extremos;
utilizar a derivada para analisar a concavidade da fungeo, incluindo os pontos de inflexec
determinar a derivada da funeao inversa;

fazer o estudo completo de uma fungao;

resolver problemas concretos da vida usando a derivada.

l[ Derivada
Vamos considerar quc viajas num autom6vel qrle circula na Avenida Eduardo Mondlana : :E

repente, descobres que o velocimetro nao esta a funcionar_ Sere possivel saber a velocidac. f
carro rum dado momento bascado na indica(ao do conta-quil6netros?

Lntao, no instante f = 10 h, o conta,quil6metros marca 9,176 km e passados 30 minutos r -=
9514 klrr. Qual 6 a velocidade do autom6vel?

, r, 9514 krn - 947b km l,8t,nDall\'\d\oDemo\qr.ev,=Y \sim,, "'-"rrfr-".'"',r, =/olm/h
Se quisassernos saber a .!.elocidade instantanea do veiculo ro irrstiiirta , = 10 h 15 minL: ,:

teriamos de considerar intervalos de tempo A, mals curtos, isto 6, a diferenqa cntre {r e t. i.,-
ser tao pequena quanto possivel.

t0)
^r 

(h) x; (km)

^! 

(krn/h)

015 4.26 0,01 9l 7 66,66
Lr 25 a)1 a,u) 96,661 ,61)
025 476 00 2 959 2 0902 75 161

0,25 0 251 00 95 836
425 0,2501 00 95 9576 0t6
0,2s 0,2500r 0.000 95 95415 0,0076 l6

Observa que quando Ar - 0 entao v,,, = # - 76 km/h.

I\tua,avelocidademediaaprorimasecadavezmaisdeT6km/h.Diz-seeiltaoqueavelocidac:
innanl;ned do.orno n,, in\tante I h r -,,1m h.



A velocidade m6dia no intervalo de tempo Ata a taxa de varialao m€dia (t.v.m.) da funqao flt)
nesse intervalo- Isto 6:

f(4, + A0 lir")
,At

Para ter a velocidade instantanca, 6 necesserio considetar os intervalos A, cada vcz xrelrl]res,
ou seja lbzer com que a diferenqa ,1 Io seia muito pequena (Af -0):

\ - trm /(io+At)-l(f)
AI

A velocidade instantanea do corpo no instante t designa-se derivada e representa-sc por

f (.t).

DefinigSo da derivada

Seja fuma funEao de dominio 4e iro um ponto do seu dominio. Chama-se dcrivada de fno
ponto de abscissa xo, ao limite Ge e.riste) do qrociente do seu acrdscimo l), pelo acr6scimo Ar
da varievel independente quando A1 tende para zerc. Isto 6:

frrr= lim 4

xr-xd=Ax€f,=ltr+41

^), 
= flxr) fl1J + J ,-,=u* f(xo + L1') - f(xo)

lr - 6 o acriscimo ou incremento da varie\.el independentej
\r .;od.te{tntoou llt, renre lodJ llr,l\,.o:

I 6 a razao incrementat,
!1
,(jt) e,xprime a fbrma como a funqao varia no instantc x0-

Ixistem outras /brmas de representa(ao de derivadas:

, .11'

.la

liz-se que uma Irrnqao f6 deriv6vel no ponto xo do scu dominio sc e s6 se possui dedvada

=ia em xo,

: derivada da fungao no ponto.I = d pode ser calculado assim:

F(a) = lim /lx/ - /la/
l_a it a

Exemplo_, 
Vamos calcular a derivada da funlao fljr) = zr2 -.r + 5 no ponto ir = 1.

f,t,= ti- /", v r, 12 I I r5r
' .-i r l

zx'z it+5 2+1-5
f(1) = lim

f(l)= hm
2(t 1)tx + 

f,)

7\r-a,1
=ti _ " -

= t.. 1=,,,
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I nterpreraEio geomritrica

Consideremos a curva C que replesenta parte do 8r66co de uma funEao / = fll) e P um pon::

dessa cur\.a com coordenadas (r,,, l(ro)),

. Considera um ponto A (ir, (1)) que se desloca livlemente soble a curva;

. A recta secante AP aprorima-se cada vez mais da tangente t quanto mais 1 se apro.{ma de x. ;

. O declive da recta tangente € a taxa de variaqao m6dia no ponto (;to, l(ro)). Isto 6r

* - i,n f@) - ftan)
r -1" .x_ao

O declive cia recta tangente e curva no ponto (xo, flxo)) 6 igual i derivada da funeao nessi

ponto.

Equag6o da recta tangente

Je sabemos que r" = /o +,r(x rD) 6 a equaeao da recta que passa pelo ponto (1o, /o) e tem

deciive /rr.

I omo m . r, \o\. podemo' e'cre\ er qLre.

y = yo + m(x - x) € y = y"+ f {t) (t - x)

,qlguns exemplos de tectas tangentes a pontos:

A tangente ao grafico de uma luneao leal de vari6vel real num pontopode inteNectar o slAf,co

norJtlos pontos.

--\

>\1
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Exemplos
1. Vamos provar que a equalao da lecta tangente

n'rnto(1,1)et =2r l
i.,,".,"'""n."-, - trm rY lr rl lr

Enteo:
r:1ll'1),, l n r I linrl'. l\ '

A equalao da tangente 6 dada por:

Y=7+2(1-7J=1+21-2
l=2\ 1

ao gr6flco da funeao f(r) = Iz - 1 no

2. Vamos detennirur a eqraqao da recta tangente ao grdfico da funeao flr) = 3irr + 1 no

Ponto n = 2.

Vamos calcular o declive da recta no ponto.l = 2:

,n = r'r2r = trrn 
(3'r2 + 1) (3 '2r + 1)

-r2
- r3rr+1 l.lr

= 11". , ,l

- ri).: - l2l
\-2 I 2

tim 3(1-2)(jr+2) 34 rz02)
\hmos determinar a equaqao da recta tangente:

Para calcular ), = 0 substitui-se na fureAo.x por 2.

Ii,-3 2r+1=13
y = yn+ tttlt _ xn)

y = 13 + 12(x -2)
v=12x 11

Derivadas laterais

Observa o gr6f,co da funeao l. No ponto 4 nAo 6 possivel traqar uma rinica tangcDte ao graiico

da funlio f
Vamos lraqarcluas tangente5 Do poDto P de dilerentes declives, urna aesquerda e outra e dileita

deP.

Corln) a Llerivada nr1m po to 6 o declive da rcata tangente, podemos concluir que no ponto
P ha duas derivadas dilirentes, chamadas derivadas
laterais.

A derivada lateral i esquerda de 2:

, ,2 , = :n f4) -11)r-2



A derivada lateral a direita de 2:

fl2rr = lim r'4' rr'', )-)' \ 2

Uma funtao 6 derivavel num ponto .x = a se e s6 se 6 dedvavel A esqueda e'A direlta do
mesmo ponlo e as derivada\ lalerai\ siio igxdis:

r@) =r@)

Exemplos
1. Consideremos a funqao /1y) = lrl.

I ., \t, 0
aomo ,"bemo, /(y) l

| \ \eY r)

Vamos calcular a derivada de l(,Y) no ponto x = 0.

r _n
f(0 l= lim --=- Ia-D r -l)

f{o,) = lim 1:9 = r

A funEao nao 6 derivavcl no ponto x = 0 porque neste ponto as derivadas iaterais sao

diferentes.

2. Considera a funqio real dc variavel reai assim deflnida:

. [:- -t,'er -z
l 2a-t+\'e-t r 2

Vamos detenninar o valor de .r de modo que a funEao seja diterencievel pala t = 2.

lri,reiro, cdl(uld.'c d' Ll(r \ddd\ldl."Ji.:
.. f3r': l) 13 ( 2t 11

)t+2
.. 3it':-1-11

1- 2 1+2

= lin, '' - " =-12\- 2 X+2
(2a\ + 5) l2al 2) + 5)f( 21 = 

"L'!,.
- f2a1 + faJ

x- 2 )t+2a+2

f ( 2'r = hrn 2"!l? 
=2.,' -, (r+z)

A funqao rcm derlvada no ponto.y = 2sees6sef( \=f(2).
Logo,2ti= 12+o= 6.



5.1.1 FunEio derivada

Vamos determinar a derivada da funeAo fl.x) =.{2+ 2 no ponto:r = }0.

trr r=lim " ' "=lim - i
t- (o

_ lim (x-x")(1+x,)
l-ao

fQ) = xa+ 10= 21o

1 derivada de f em qualquer ponto ;ro do seu dominio 6 dada pela elpressao f(xo) = 2xo.
__ denomina-se funeao derivada de f

{ funEao derivada da funqao f6 a funeao que associa a cada ponto do dominio da funlao fo
.a]or da sua derivada, e designa-se f.

f,D, -R I

! ft-.) 1 tuntro f\-, I

f:r; - R

x rc<)

Dl eDt

funqao derivada de f

Calculando o valoi da funqao derjvada de cjma em verios pontos:

Exemplos de funqdes der.lvadas de algumas fung6es:

Graico da funEao f

Grafico da funlao dedvada f

f(0)=2 0=0

f(.1)=2.1=2
"t!l-,.s-.'\21-')-"
f(-10\ = 2 ( 10) = 20



Crafico da funEao f Graflco da funlao derivada f

Regras de deriYaeeo

A derivada da funEao l(x) no ponto x = -xo pode ser obtida a partir da defini9ao da d.:-
num lonto. No entJnto, podemos eslabelecer reSras para que, corn ccrta rapidez, se pos-
a derivada de uma flnr.eo.



Derivada de uma fungio de primeiro grau

Sendo fQt) = na + b; a, b € R, por definieao temos que:

a(\+M\-b tox,bt altxrl,Xl : lm lrm'o Lr ^.0 Lr

Logo:

-{ derivada de uma funqao de plimeiro grau 6 igual ao declive da recta.

Derivada da soma de fung6es

Sejam fe I duas fun!6es dedv6\.eis no ponto x.

Por definiCaoi

= lim

= lim

(r+s)C+L1)-(r+t)(;r)

flx + A-r) +90 + er) flx) -t(.r)

f(x+[1)-l(x)+ lm :r(:y + Ax) -t(x)
d] &{

f@) I ('1)

Logo:

$+ g)tQt)t f(x) + I'Ot)

A deri\.ada da soma 6 igual A soma das derivadas.

)erivada da diferenga de duas funE6es

-\ demonstralao 6 an6loga a da soma:

. (f- s)'(x) = f (x\ - s'tx)

1 derivada da diferenqa 6 igud a diferenla das dcrivadas.



Derivada do produto de fung6es

Sejam fe I dras func6es dedvaveis no ponto x.
(f O lx + 

^-{) 
(f {)fi{)(I {r r.Yr = Jryt, __

.. -, r(r + A1) g(x) + 
^,Y) 

f(x) .{(9

^r-o LY

,. J(Y)l/'l\+&\, /'\)l-i(Yr krY ' A1'-6r ltr.tt t\)_^nm, 
a,Y

l/.!,'1.r,- lim ^trt llm nf, ta''-/lvr,/l\, limil(+&) 8'I
'' o;0" a:o ar Ar

(f.j)'(r) = s(1) l'(1) + l('r) s'(x)

LoSo:

(r.s)'(a) = f(a) . s(x) + F(, .r'(1)

A derivada do produto 6 igual ao procluto cla dcrivada de I por.(mais o produto de fpeh den-

vada de g.

Caso particulal: (.rD'= df, V d e Il

Derivada do quociente de duas fungoes

Sejam ,e g duas fun!6es deri\.5veis no ponto r ta1 que g'(x) + 0.

lilo'

lflo'

lllo'

lilo'

Ho,

llo,

l:!)

t:)

Logo:

(j)",

= iim

= lim

1

r(x)

rr,,r,lrr ,/n:r '4\ latr-'llo
,.,, '.{ - \s' ,.-. ,(v , u1 s(r)=Im llnt "ar \. ,. aa

j(x) . fl1 + &) - flx) s(x + &)
,(x)r(-r + A]t)

.{(x) flx + &) fl.x) s(x) + f(r) .s(r) fliy) g(r + 
^r)?f r)\lr I \-r)

An

.s0) tfu + &) fu)f fu
r(.r)j(ir + trl)

tr1

SA) [r(1 + &) - l(1)l _ lim I(x)L{(x + 
^-x) 

.{(r)l
J(, S(.x + Ar) A,Y N ' o {(.r) .J(x + er) A1

flx + &) - r(x) _ jinr l(x) [.{(1 + ar) .s(r)]

.(/.\ A{).Ar & .0 J/xlJ(\ . Ay) Ar

I I m fa\ - ^rl 
- r\) f/,1 trm I t,-

.((r &) ^ ^.\ {0) J(Y - 
^.l) 

u .o

,,,,r, it, .o,,_",=f(o fa),{r\)
' ,{(,Y) c(\) 3(r) g,(\)

, com g (x) l0

g(1 + A1) - g(.{)



Derivada da fungdo (x) = x', n e N

Por deflni!5o x'r = 'I..r ' r ... -Y

+v-

,1 VeZeS

Segundo a regra de derivaeao do produto, a derivada deste produto sera a toma dos r produtos

iue se obtem multiplicando a derivada de cada factor l pelos factores restantes, que s;o em

aimero x - 1. Isto 6:

(it)' =x' L1'+{ r'1' + ... + 1" t - t'

Em geral:

(x"\' = 4. x" 1

Exernplos
1. Q')',=2xz t =2x
2. (f) = 5x5 r= 5x1

3. (2-t3 - 3it2 + 51)'= 6x':- 61 + 5

)erivada de uma funEdo composta

Seja I, = h(r) rma frnqao composta de duas fun!6es fl1) eS(r), isto € n (x) = f[g(r)] e suponhamos

--ire flr) tem derivada linita num ponto ]t0 e que g(x) tem derivada flnita no ponto correspondente

'1.). Vamos ver que tamb6m r(x) admite derivada finita em ro.

Seja flx{,) = p e /d = g(F). Entao, /o = J[r(xJ], ou sela /t(.r) =.r[f(r)J.

r -//= ir-lo ! -Fo paral_,t^{ r, }r p 1 x,,

u - po quando ir - xo, pois a funEao I =g(x) 6 continua em xo por possuir derivada finita

Serd, portanto:
trm / n= ljm / 'o lrm F E
x-'0 r Io ar-o p po &-0,r iro

Isto 6:

,i'(x.) = f(Fo) .s'(xi) e

Exemplo

Seja y = 
rfi:ll. yu-os derivar a Iunqao.

:azLnLt"r=1 -1,teremo\l = Vr.

rI

145
]i_r--.^



Calculamos a derivada de / sabendo que 'aA = lrr :

/'= (,,1)'=+;' ,,'

1t =2x (ll:
),'= i Il- (2r - 0)

.., 2x

' - 3i/G' 1r

O coDhecimento da

pot€ucia de /i

(f)' = nl'- f'

derivr,la de um<r lur\iro,o1llo\lL pernr'r.8,'ncr.rlila J dp'ivddJ .:

Exemplo
1 Para / = (3x': 5,Y + 2)r, vamos determinar a dedvada.

/' = 3(3x']-51+2)': (3x' 5x + 2)'

/'= :l(3.Y' sit + 2)'(6r - 5)

/'= (18iY - 15) (3r': 5.r + 2)'?

Derivada da funq6o inversa

Sejarn fe g.tuas fun!6es tais que.f = fl. para cada n €lll te t-se quc fl3(ir)l(ir) = -{. Apliquem.:
a regra da derivacao da funEao composta:

(f.s)'(x) = f [s(1)] s'(1)
Pelos dado! sabcmos que /t(-l)l = .x.

Por isso:

f ls(.r)l s'(x) = x'

f [s(1)] s'(it) = 1

l
.q (,Y) =--:

,tt" =L" f (r)

A clcrivadade unla funlaoinversa duma dacla fungiormon6tona e continua aigual ao inver!-
da derivada da funqao dada num mesrno ponto.

Derivada de f(x) = "t, n € N

Procuramos a derivada da fungao ), = V]- 5endo r? urn n(rn1ero natural qualquer. Notemos qui
esta funEao a a funcao invcrsa da funeSo x =l'', ), >0. Como esta funq:rc 6 mon6tona e continu:

Irodeno' "pli dr d reSrd de Jerivd,:r. .drd d rr1\doirt\er\d.
lllt', = *,= r,1-,: tvr t =rffi

&q)'= ;+-
n .'l x*,



Chega-se a mesma conclusAo, fazendo

;a=/ n55;6, 1y,1y'=1.1*,

Para a derivaeao de uma raiz, podesutilizal directamcntca rcgra em cirna oupassara elpoente
accionario e utilizal a fclfiLl1a (.f)' = nf' t f.

)erivada da funqio exponencial e da fungio logaritmica

Consideremos os grificos das lunE6es y = e' e y = x + 1 e representados nutn mesmo
_il?renciall

Observando o grdfico da funEao / = e,, venos que existe uma tangentc ao grdfico da funlao
:rponencial no ponto (0,1).

(V,

(/4',

Exemplos
1. Sc l(r) = V2n s, f(r) =

rLrr= L=-!2\/21-5 \/2^-5

z. se't/12.t Y ,7tt;=?

f 6t =\' tz, sti

O declive da recta tangentc
lirr- nr I,,=f(r,,) =lim, 

^rr.
,? = r1o) = fi11, -4 e ,?

ObseNa a tabela seguinte.

)91..
003.

. 1t8 0004..
:l 000..

0000 .

: tl 0000 .

] ,1 ,,

_1

(bt 5\'
21/2x - 5

(2i(-5) r . (21-s)' cntlo:

no Ponto de abcissa ]l = 0 6

Isto 6:

., c I



Atribuindoda xrvalores posltivos ou negativos cada vez mais pr6 mos de zero, vedflca-se que

oquo(ienle x toma\dlore(caddve7mdispro,\imo\de l. lsloe:

hm q 1= 1

Vamos deduzir a derivada da funqao exponencial de base e (nfmero de Neper) para depois

deduzirmos facilmente os resultados para uma base qualquer.

Seja flr) = e'.

Pela definiEao da derivada temos:

rra r= lim flrn+Ar)-f(ro)
AT

f(1") = Ii1'^

A1

$(eb-1) .. .b-1
A-x !r 'o [1

l
Isto 6: f(xo) = e\

Em geral:

irl.1rrEi*;dii

Derivada da fun96o f(x) = ln x

Sabendo qoe as fun!6es e.xponenciais e logaritmicas sao inyersas uma da outra, podemos

utilizar a regra da derivada da funGao composta para obter a derivada da funeao / = ]n r:
y=lnxax=et

t1
),, = € lln ,l) =

(ln -v)'= j, porque (er)'= er

Isto €:

1(ln r)'= ; porque e, = x

Logo:
l(lnt)'=;s611*-9



Derivada da fungio y = log,x

Vamos mudar de base a para a base natural e:

ln r. lln -xl
log, 1=t €(to8rx) =l--/

rln.YJ' ln l]r ln r ln d
'log. 

x)' pclir Lleri\ rda do quo( ienle.

1.tno-o
(los, -t)' = {* d)z , porque In d € uma constante.

Isto 6: (lo&.r)' = a lrt d

Logo:

(1o& x)'=

Em geral:

Em geral:

i;iEr4*i,u16,

Derivada da funqlo f(x) = o'

y=d\+x=log-l

Lntao:
l

{,i ) . , porqLe (do lLn\oe\ rn!er(d\.
o& lr

ti't ] r, h ,r. Detr recid em clrrd.

l' rr o

(d") = d' ln d, porque / = d".

Logo:

(d')' = d' ln d, com d > 0

1. Vamos determinar f'(x) nos seguintes casos:

1.1 )r=ir+lnx
,'-r*1='*1

12 /=lo&t
.1Y =,r" r



l.:3

1.4

1.5

f,(r) = jim,,

l'(1) = sen ,Y
,. len A1

,r\ r0 Ar

l
, r lnr I

'= (1".f = (hlrf

/ =xz lo8" x
lv

r' = 2Y log,-r + *', 
t,, 2 = 2x lo8,. +ln 

t:l

.f'= 3(ln x)? (ln x)'

.'= tr .,r 1=r rt., r

Derivadas de funEoes trigonom6tricas

Aplicaodo a detniEeo da derivada num ponto, vamos deduzir as l6rmulas de dcri\ at:
fune6es se1lo, co-seno, tangente e co tangentc.

DemonstragAo
Sela l(x) = sen x.

sen fx + a1) \rn it
r'(r) = lLm =

nn a..os AiY +.osir. sen Ar. sen n

Arr

sen 1(cos & 1) + cos x . seD Ar

0

f(.r, = senr (0) + cos r

Isto € (sen -Y)' = cos r

Recorda que:

LL)\ -'. llrm =(,

sen (,Y +/) = sen a' cos x + cos ir'sen/



(cos 1)'= -sen 1

Demonstraqao
Seja flr) = s65 1

tcos l.t' = Isen 11, r ll . r-rr'' \2 I'

lco5 xl' = Lo\ /I - 1 I\2 I

Isto €, (cos -Y)'= -sen x

Recorda que:

Se1+ / = 90" entao, sen x = cos (90"-1) e cos ]t = sen (90. ,Y).

1

Dcmonstlagao
Seja (.r) = tg 1-

rrs 1l = i:!!l l

(ts r), = cq! 1ilQ!.IliC4l-!C4 4
aos.x

(tt 1l = 
eos': 1 + senr x 1

cot"Y

ou(tgx)'=l+t9'z1

Recorda que:

sen2x+cos2,x=1

tcotg.x), = ]sen' x

Dernonstragao
Seja flx) = cotg.y.

Gurs g' = l:11)

(cotg ir)' = !C41:!9lll:l!\e :ls it cos .x

(cotg a)'=

(cotg r1' = L

ou (cotg 1)r = 1 - cotgz I



i

Fung6es trigonom6tricas inyersas

As funEoes trigonometricas sao injectivas em celtos inteNalos. Nestes intervalos, a5 :'-i r-
trigonom6tricas admitem uma funcao inversa. Isto 6, para definir fun!6es inversas de ::::-E
trignom6tdcas € necessArio limitar as func6es triSonom6tricas a certos troqos.

,.I;,,

/ = arctg x

1 e [0, 7i]

/=tgx
xe tr,tl



Y=cotga
.r E 10, rl /=arcctg-r;1+lR

Exemplos
1. Vamos calcular.x, sabendo que:

a
2

O angulo que tem cos eno i1uat a+ (:I- ,t = I

1.3

1_2
1

2

O Jnxulo quc tem (.reno iauald I " '- ', - I---'---2 J -t
\/1
2

o ansulo (uio co\eno P li a 1.- , = I-26o
.X = atCCOS 0

Odnguloquetem,o,enorguola0e],'
2 t'i

2. Vamos determinar x, se:

12t t
26

n 1 7-21 1

62 2 2
e7-2\=7

32r r
53

3-2x

-=5en
5:J

3-h J3_ ==_ 6_4_r = 5V3i2

e4_y=6-5V3

3 5v3
21

1.4



32x tz.J arcsen > -
\ry .3-2x < 125
e5V5<6 41< 10

+5!6 6< 4x<10-6

e 4<4x<6-5rE

b-5V3
4

Derivadas de fung6es trigonom6tricas inversas

As derivadas de funloes trigonometricas inversas obtem-se a partir da f6rmula (rr(),))'

seja / = arcsen x, com I t <tex=senyet</<L
De

,'=1't"-o,

., 1 1/' - (sen r,l 
- (os l

,'=*4' V1 sen'z.v

Recorda que:

(sen /)'= cos 1'

cos'z/=1-sen'z/€

cosy=1Vl-sen'zY

com" , -l: 1 . enldo co. u U. I ogo. u,'2 )'
Substituindo sen / por 1, teremos:

,'= !- rar.senxr'=-!.'' V1 Y': \/1- x'!

1

re)

1-.,.t *",/-



(arccos.x)'=+vr-x'
Demonstla9ao
Je sabemos que se 1 e [0; 90'], entao sen ir = cos (90" - ir).

De iguaL nodo, arccos -. = | arcsen r.

Enuo, tarreos rt' = l1- o..r.n , ) -\2
(arccos a)' = 0 (arcsen x)'.

t on'o 'nr' \en v,, r,' r."rriro.'dr('o\\' =
1

vl -l.-

Denonstraqao

Atendendo a que 1,,'

Grcts r)' = d,
iarctgr)'= 1gf

(arctg;t)'=I+iz

, temos que:

Irazemos,l=arctgl

_1

eaindar=tg/

ou entio (tg /)'= =1+t8,/

DemonstragAo
Como /= arccotgjt, entAo]t = cotgl

(arccotCx)'= 
ko+rt

(arccotgr) = : =

*n,
-l

i
sen':/+cosz/

1(ar..otsrl'= -r =- 1+L,,tgz) t+r,
Exemplos
1. Vamos encontrar as derivadas das seguintes fune6es:

1.1 /=21c_t..5*
.,, (5-r.)' 5

VI - (51)r V1- 25x:

1.2 / = arctg (4 x)

, (4 x) 1

' 1+(4 a), .x,-8r+17



1.3

1.4

l, = arc\en v€ t
1

=- 2v€r: 
=V1 B+-r

(V8 x)'
r/1 1/8:.1', 2,/g t \E:a

,'= 1 = -1' 2V(8-1)ir 71 2V rr+ 15x 5b

.y = arctg (21 - 1'z)

. (2-2^\
' 1+(2x \')'

2 -21

1.5 ),= arctg V*+ 4

.. lvr+1r 1

' t*6r!*1,' 21r+str,6++

(2r+10)Vx+4

1.6 /-arctgVx':+3
,l- 1t - 6' + +1./F*

Fung6es implicitas

Quando uma funqao € dada, por exemplo, na forma ), = 4r': + 2.x 5, diz se quc est6 na :-:-
erplicita em fuDEao dc .r. Se 6 dada na forma 1/ + 5y + 3 = 0, diz_se que est; n2 ---
implicita.

Un1a funEao defl ida elplicitamcnte pode ser escrita na forma implicjta rnas o reciproco .:
sempre 6 possivel.

. / = /lir) + forma erplicita

. 
.,, - l(x) = 0 + fornu implicita

Exemplos

t. vr t =0or,=1
2. .tr },xl+ -x = 0 n5o 6 possivel escrever na forma elplicita.

Derivada de uma funqao implicita

Dada uma equalao com duas inc6Snitas i( e ),, podemos sempre escreve-la soh, forma

l(1, /) = 0, cm que l(,l, /) indica uma funtao dc duas vari6veis jt e I Diz_se neste caso que a

equacao considerada define/como turlgao implicita de r. No calculo da derjvada deuma funlao

implicita necessitamos de indicar a variavel cm relaqao a qual se faz a diferencialao. (x'z - l'1) .

signiflca que a diferencialao a fejta em relalao a r-



2yx+3

2. Considera a circunferencia de equaqao xz + ),2 = 2.

2.1 Vamos vedficar que os poutos ( 1, l) e (1, -1) pertencem a cjrcunfer€ncia

C1, L) -> (-'t)'z + 1' = 2 € 2 = 2

(1, -1) > (l)'z+ ( t)'=2+2=2

Exemplos
1, Vamos encontrar a derivada em relaqao a -1 das scguintes fung6es:

7.7 tz yz=7
lt'-n',= ('1)'"

(r")', (y')'* = o

2x zyy,' = O

2vv,' = 2x

v =1rv.o,' y,
1.2 xl, 4=0

(.1Y)', = (.a)',

a'y + )ty'\- O

Y + tY',= O

t' = L'r -l)

1.3 fx + 3y =1
(yz\ + 3y)', = o

2W',x + Y2 + q",= O

(2Y\ + 3)Y',= -Yz

2.2 Vamos encontrar a derivada da funeao em ordem a 1.

*+)i=2 > Qtz +Yz)',=2',
2t + 2yy',=O

y,=l,' y

2.3 Vamos escrever as eqlraqdcs das rectas tangentes nos pontos indicados.
No porto (-1, 1):

,, = !!=,t^

)'=1+(1+1)

I
I
a

No ponto (1, 1):

,, = !=,,,,, 
1

y=yo+fQ-ta)
),,= 1+ (ir 1)

Y=x-2



3. Vamos coDsideral a funEao defrnida implicitamente por ,Yy = 2'

3.1 Vamos apresentar a derivada da funqao em reheao a 1'

'\,, . 12, €.v|\u.=o€r'= '/

3.2Vamosin.licaraScoordenadasdopontodogleicoemqueatangente6paralela
recta JL/ = x+1'
y=.t+1+f',\=-1
_1 =r-/=l

No poDto (x,,, tr:
/o=xo
\ v =2
Como )' = x:

-,-)
y,)= ra
to= t ''r2
os pontos pedidos sao ('/2, {z); (.-ll ' -t0)'

As regras de derivaqao estabelecidas permltem encontrar a derivada de uma funeao represe

tada por uma elprcssao al86brica qualquer'

Exemplos
1. Vamos rleterminal a derivada de cada uma das seguintes funloes:

1.1 /=213 sxr+tl

't.2

y'=2 3x-5 2x+O
y,=6,t7-7Ox

Y ,]-L
x'ur 1)- (xr 1) {

t- (t ll,

,,, x2-l-212

v'= (1 1)'z (1 + 1)'

i
(x + 1) (.r 1)'z

1_3

10) (1 2)'
,1

y=(x2+x+10)lx'2)
),' = (r, + .r + 10) (x - 2) + (it'z +.x +

/'= (2r + 1) (x 2)+(it'+x+10)
y' =2az - 1x + 1 2 + xl + )( + 10

Y' = 3x'1 2x +B



La y=W

/'= (x: )

2l

)'= 
=5 Vr'

, (1')

svl l
!, 21 2x' s"r,F srVF
,,, 2
' stvF

Tabela de derlvadas de algunas fune6es elementares

Funcao de.iYada

f(i)=o

l'(,=a'nd..onr.r>o

' = h" ror 0., 0r,r+l

I

I' .r) =;it
I(,')=*".,L

| '=i+
rr =r, .1

L
l

Derivadas de ordem superior

Seia fl1) uma funqao deriviivel Do ponto iyo- A derivada da furlao f(,{) 6 uma funqao de argu
mento I. Ao incremento do argumento Ax = :r ,YD corresponde o incremcnto da lunqao f(.r) no
ponto jro.



Se ejtistir, diz se que a funqao fl.y) tem uma 2" deriYada no ponto ro. A derivada de ordeEr : E

dd lunq;o /r \ I ro ponlo \o de 'ii{na-\. f , t., ", 
J j ']

Analogamente se define as derivadas da terceira, quarta, quinta o1dem, etc. A derilad: =
ri-e\rmd ord(m da lJncdo /i \ | de\i!na-\e p o, f- trt nu 

d,,f 
.

Exemplo
1. Seja I1x) = 2rr + 212 - it 4. Vamos calcuiar as derivadas at6 i quarta ordem.

f0)=6!2+$t 1.- 1" derivada de l(r)
f"(a) =121 + 4 - 2.^ d,erivada de l(jt)
f" (r) = 12 -- 3." derivada de flx)
fL\ (x) = 0 - 4.' derivada de fl.x)

Estudo da variacao de uma funeao

obseNa o grdflco da luntao fe da sua funlao derivada l:

t -,oo! QlIi

t

Conclusao
. Uma funqao 6 estdtamente crescente nuln intervalo quando f 6 positiva.

Se l' > 0, entao fcrcsce.

Unla funqao 6 cstritamente decres.entc num intervalo quando f 6 negativa.

Sc f < 0, entao fdecrcsce.



. Se a derivada f 6 nula em todos os pontos do intervalo, entao f6 constante nesse intervalo.

Exernplos
1. Dada a funcao flr) = 2x'?-x- 1:

1.1 Vamos determinar f;
1,2 Vamos estudar a monotonia da funeao.

1.1 f(x) = 41 - 1

1.2 llrl=U-4:t ,=n-.=i

/I\
ld rd en(onrrdr / J; I devemo\ \ub\l ituir \ por r4 na [u n\ao prim ilivd:

i/11-,.llr 1 ,
'\41 - \41 4

,lll= !-1-,
'14r 8 4

rl\ I 2 8 9

'\al 8 - 8

Extremos relativos da funESo

Observa os greicos abaixo.

Sendo d um ponto de , r(a) diz-se que € um m6imo relativo de fse e s6 se existe pelo menos,

uma vizinhanla de d tal que flr) < lld), vx;
No ponto 1 = l?, f(4) = 0

I
x <4 4 ,>1

0 +

I



Sendo a ponto do dominio de, fla) diz-se que 6 um minimo relativo de fse e s6 se existe

menos uma vizinhanla de d tal que flx) > f(a), V.x;

No ponto .x = d, f(d) = 0.

Exemplos

Analisando os Sr6icos 1., 2. e 3. podemos concluir que:

Nao basta que a dedvada se anule num ponto d para que elista um e.xtremo relativo. E

serio sim que ela mude de sinal;

Pode existirum ertremo num ponto a sem necessadamente haver derivada Desse ponto.

que as dedvadas laterais sejam de sinais diferentes;

Se um me.ximo relativo € ao mesmo tempo o maior valor do contradominio da funqao,

maximo absoluto;

se um minimo rclativo 6 ao mesmo tempo o menor de todos os valores do contradominio
funqaq diz-se minimo absoluto.



Exernplo
l. ( r,r\'d(rd, tun.ro r,r, I r' ,r r l.'3

1.1 Vamos determinar f (ir);

1.2 Vamos indicar os intcrvalos dc monotonia da funlao;
1.3 Vamos indicar os extremos relativos da fr.1ncao.

1.1 f(A=12-21

1.2 f,1)=Oex'z 2r=0
tlx 2)=O
r=0ou;t=2

Parar e l --, 0 | Ul 2; + co [, a funqaocresce.
ParaxEl0; 2 [, a funqao decresce.

1.3 O ponto (0, l) 6 um nfilimo rclatjvo-

U uo rro i2. ' lc r.m rrrni,n., r(l,rl'\o' I J/

Sentido da concavidade e ponto de inflexeo

LJIrir.,n.^, B"rh,,' J( u'nd l'-r\.ro/i\/.
Obser\.a o seguinte :

[ntre os pontos A e B a derivada a positiva, mas

\d'd't'ruirrJ,,. rle.e,rnLlJt no ponto B'

Entre B e C a derivada 6neSativa mas crcscc em
\-alor absoluto;

De C a E a derivada cresce continuamente ilas
6 ncgativa entre C e D e positiva de D ata E;

O ponto C , em que a funqio muda o sentido de

concavidadc, chama se ponto de inflei(ao.

'lderivadaf(.r)6crescenteoudecrescettecontbrmeasuaderivadaf'(1)Enegativaounegativa

\ssim, em resumo, pode afirmar-se:

J graBco L1e uma funEao tern a concavidade virada para cima sc a 2.'derivada 6 positiva:
Se f' > 0 entao f6 cdncavo para cima;
.r grafico de uma funqio tem a concavidade virada para bai'lo se a 2." dcrivada € negativai
Si f' < 0 eitao fa concavo para bai.xo.

L,remplo
: Scja /1x) = 2-rz 5r + 4.

A Iuncao derivada 6 f(x) = air 5.
A 2" rlcrivada € f'(x) = 4.

Visto que a 2'derivada 6 semprc positiva, o greiico da lunqao 6 c6ncavo para cin1a.

0 0<x<2 1 x>7
+ 0 0

f I



Na 10'classe aprendeste que o griifico de uma funEao quadritica dx': + r-x + c = 0 6 cdncavo
para cima ou para bai.xo, confonne se tem d > 0 ou d < 0.

Exemplo
1. Seja flx) = rr + 6x'z+ 3..

A 1' derivada 6 f (it) = 3n2 + 12x.

A 2" derivada 6 f'(1) = 61+ 12.

O ponto de inflelao 6 dado por:

f'lt) = O;6x + 12 =O e t= 2

f(-2) = (.-2)j + 6 (.-2)' + 3 = t9.
Logo: o ponto de inflerao 6 ( 2; 19).

Para facilitar, vamos esquematizar o estudo num quadro em que os simbolos Llen indicam
o sentido da .on.avidrde:

0 +

f() tl 9 tl

lq condiqao necessaria e suficiente para que o ponto (d; l(d)) seia

um ponto de jnflexao que

f' (d) = 0, mudando de sinal a esquerda e e direita de d.

Se A 6 um ponto de ilrfle1ao de , nesse ponto a recta tangente

Aplicaq6es pr6ticas

O calculo das derivadas aplica se a variadissimas quest6es concretas de geometria, de fisica,

etc. com grande interesse pretico.

Exemplos
1, De entre os triangulos rectangulos cuja hipotenusa rnede 6 cm, vamos determmar os que

tenham area mai{ima.

Representando por x e I as medidas dos catetos do dito triangulo, a sua 6rea ser6 dada

por:

2

Mas, pelo teorema de Pitegoras, tem-se:

Vamos, pois, resolver o sistema:

xz + y'z= 36 + ), =136 *

Logo: A =|.t ',86-7

t2
l



iY.,, = v18 ;/-". = = V36 -(VlE)'=.-1& Os triangulos rectangulos de area me-xima

2. Pletende-se construir um reservat6rio cilindrico, com um dado
volume 14 de modo que a sua 6rea total seja in61ima. Determina o
raio da base, /, e a altuaa, ft, do reservat6rio.

A erea do cilindro 6 dad.a por: A = 2xP + 2trh.
O volume do cilindro 6 dado poi: y= nfft.
Preteldemos maximizar a area, por isso vamos isolar a alturana 2.u

-Vcquetao: ,7 = ---;.

i/
Vamo\ 'ub\tituir i pol 

trr' nd i'equd(do:

A=2trz+2m !
!tl'

A=7,r2+?Y

Calculando a 1." derivada em reklao a iy: A'= .86 7
Anulando a 1." de vadai1B \2=O=x=\/18=3A

Organizando a tabela para o estudo:

Calculando a 1.'derivada em funEao de r, temos:

qnul.rndo a l.' derivadd: A 0.e+rr-2V-o
r

Zxrr V=O
.tn

Zrnr=Ver=rll2n
Organizando a tabela (r.:' 0):

N=4ff-+

;[!=z.\E -z.,t r l21t

lsto 6, para que o reservat6rio tenha a erea mexima 6 necesserio que a altura seja igual ao

diametro do cilindro



i
I

'

6.1.2 Determinag6o das assimptotas

Seia f(x) uma fungao real de variiivel real e C uma curva representativa desta fungao no sistema

coordenado de ordenadas.

Uma rccta / diz-se assimptota da curva C representativa da fun9ao fse a distancia de um ponto
qualquer da culva C A recta tende pam zero quando x - +co ou.x - d.

Assimptota vertical

A recta r de equaeao a = a, com a € lR, ,4 uma assimptota vertical (AV) do $6fico da funEao

,, = flx) se e s6 se:

. l+ flx) = +@ (ou -m)

. 
lqr. fl.r) = +oo (ou cc)

Toda a funEao racional Ttaccionaria, 1, = fl, tem assimptota vertical x = d se 4 for zero do

denominddor e nao anrlu, o nr-"rrdoa. 3(')

Exemplos
1. Vamos determinar as assimptotas verticais de cada uma das seguintes /hne6es:

l1p. flr) = +co

lSr(,=--

1.1 y=i1

lglfll)=+- I
t

]'sp ftrr -- ]

1.2 v='' ,,f'* 2

,f{1. flr) = +*

l,im flx) = -oo

carcurandoosrimires: tr^ @1!-J!= r^ 1L- 2, =*-, '^ x}.-^t) l( + l) ' o Y(Y + t)

,. 0 2\ L. (\-2)
19 ttr, lt- z ltl'' *t. tr=-*

As assimptotas verticais sao as rcctas x - 0 e .x = 1.



Assimptota horizontal

A recta de equaEao / = ,, com l, € R, 6 urna assimpotota

l1*. l(1) = , ou r,rg- flr) = b

lr 6 uma AH

Exemplos
. 2r +.h+.1L r(r)= _ .

.. l2,l':+ -11+ Jl ^
' '-+. (jr. \ + rl

I = 2 6 ullla assimptota horizontal.

3.

/= 1. [l
lr-a \e\ o

., 1,I

lrh*'o
/ = -1 e ), = 1 sao assimptotas horizontais.

312+r+1)'= ,'* .5

/ = ,1111 flx)= 3

I = -3 6 uma assimptota horizontal.

horizontal (AII) do g1afico da funlao

, a R e m + 0, 6 assimptota da curva

\ssimptotas obliquas

.1recta r'obliqua, que tem por equagao ), = mjt + b, cort 1,

representativa da furrqao I quando:

.rtT. I/h) onr + b)l = o



Narecta),=n1x+b,fiCocoeficienteangular(oudeclive)darectae,6dordenadana
origcm.

(a)

i v-+'n
b= I titr]. lf(^) mal

- t'()t)ou -= [ ,I!";
r= I ,rim lnxy -x1

assimptota obliqua a dircita assimptota obliqua A esquerda

Nota: 56 ha assimptotas obliquas nas funq6es cujo dominio 6 um conjunto ilimitado.

Exenlplos
1. Vamos definir analiticamente as assimptotas obiiquas de cada uma das funE6e!

seguintes.

1.1 f(t)=x+t/x'+t
.= ti^ t(r\ 

= ri- t vlJ.= 11- lll=u
1

,=,\R, ll(i() - rdl =,qll 11+ \E + 4 -2\)

,_ ' 
\,(:- r11r-r,-1+v1

(Vitz+4+x)

1+r x+j(
4

= lirn Il'+- 2jr

i, = 21 6 assimptota obliqua da funqao f
tz n^t = L, t2 t

Jr, hm ':'- lim =0,-+ - -x, - 21

O erd6\o da 'u r, do ,ry) - I 
. n,o r, m a.srmptot, nhlitlua.. , \2

l, = 1 6 uma assimptota hodzontal.

L

l



l.: rrr= ll

n1= lnn !- = 1

l], lim / r --t-.r)= tim -L= I\+r 11+ I r+N j{ + |

l, = x - 1 6 assimptota obliqua da funEao f

Estudo completo de uma funqdo

Vamo5 tdler o estudo completu da run.ao 7'r, - I *].
. Dominiodafunlao:x+1=0+x= 1; r;.x € R\l 1l
. Zercs da funqiotjr 2=O€t=2

n'). ordendda nd oriSem: /i0, ; _; - /,0, -'
Equaeoes das assimptotas:

Assimptota vertical
. t2

. x2I= llm

Assimptota vertical: x = 1

Paridade:

, \+2
- ),-2 \+2tl )t\ =' r+i 1 I

Logo, a flx) nao 6 par e nem impar.

Intervalos de monotonia:
a _, :l

h-t--'.Ftt"t-,'^,-x+2t,',-i.*r1,
O numerador 6 positivo e tamb6m o € o denominador. Por esta, razao f(1) > 0, qralquer que
seja x, Loso, a funEao 6 sempre crescente no seu dominio.

Sentido da concavidade:

1,rx)= 
1* * U

(x + 1)r

x+1=0ex=-1

Assimptota horizontal
. a2

Assimptota horizontal: /= 1



EsboQo grefico:

Contradominio: ), € R\{11

nao tem ertaemos rclativos

iDjectividade: a fun9ao 6 injectiva

Exernplos
1

1. Dada a funq;o f(1) = 1-xi - r:

1.1 Vamos calcular os zeros da fun9ao.

/l \(x) = 0; ( lixr- I]=0

r=ov1r'z1=0
:l

x=0vx=fl6.

1.2 Vamos detelminar os intervalos
e.xistirem).

f(t)- rz ,or' 1=0ex=+1

Pam.x<-1 v 1 > 1 a funeao cresce;

Para-1 < x < 1 a funqao decresce;

o r,.,r,,.,1 r.?]" rr- -alimo relativo;' \ 3l
t2\

o ponto 
11,-1] 

e um mrnlmo relauvo.

de monotonia e os extlemos relativos (se



pontos de inflexao (casoVamos determinal

f(x) = x' 1- f'tx) = 2t; t"'lx) = o, se t = 0.

Ponto

Para iY

13 o \cnti.lo d, .on.avidrde e os

1.4 Vamos fazer o esbolo gra6co.

Vamos fazer o esttdo complcto das seguintrs funE6cs.

21 t1],\ = :L

Dominio:-r € R\1131

Assinrptota vertical: .r = 3 ex = 3.)
Assimptota horizontai' I =,tll. g *a = {
fle.'ud:'r'r, r= ''"

(q \)1

18x=0e1=0
x<0 0 x>0

+

0

min(0;0)

Esboqo greficoi

de inflexao (0,0);

< O f6 ca,ncavo para baixo;

> 016 c6ncavo para cima.

Contradominio: / a R\l 1)

Parllade: f6 par

lnjectividade: f6 nao injectiva e nao sobrejectiva

171
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2.2

Concavidade:

/"'(x) = 61 I
f'(iY)=0;61 8=o.it=

Dominio: r € R

Contradominio: y € lR

3.i f(1) = 0 e
-{{ + 6-12- 4 = 0 (6 uma equaeao biquadritica)

Seja i2 = r,. Entao:

t?+6/ 'l=0e
r"'| 6)'+4=o

6 -JZo
f= 

' 
'tY=

6 + ,/26

Zeros: r'] (ir - 4) = 0

Derivadai f(1) = 3rl2 8x

-r(3it - ti) =Ll
x=0;3,x 8=0

8

3

4
3

Consideremos agora a lunqao f(x) = ;ta + 6x2 - 4. Vamos:

3.1 l]ctcnni ar os zeros da fun(eo;
3.2 Determinar os extrcmos relativos de ,
3.3 Determinar a concavidade e os pontos de inflei(ao;

:1..1 llsbocar o grafico da fun(Ao;

3.5 Indicar o contradominio da funqao.

1=3 15ou3+r,5

1=+y'3 yg1,1=t1[+y'S
r=10,5. r = 12,6

Ordenada na origem:
I10) = 4

0
'8

1.3'

l(x) +

i(, a
61
9

I( ) 0

(, lt n



3.2

3.4 l.lsbogo grafico:

3.5 Contradominioi / €l -.., Sl

f @) = -1r + 1,2a

f(1)=0--4ir(}tr-3)=0

Concavidade e pontos de intle-Iao:

f'@) = 12t'z+ t2
r" (x) = o

l2az+72=O

173
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L Observa a figura.

D€termina b, c e d de t al noao Cue f6) = 78, - ffiseia a f ungao cujo greflco 6 a fi tu-.

Resolugaor

-2 e 3 nao pertencem ao dominio de ll Entao, pode ser que c = 3 e d= 2.

Da anilise da flgura resulta que /,m flr) = l.
5r+h)

Ori. l,m so oode ser finiro se b = -3..-t(x-J)lr+t)

Po s nesre caso. o limire levz-nos a uma indeterminafio do r;po l. O"r* rn"d",

5(x-l) 5Lm. *=lim._=I,-r(x lxr + 1) '-3)\+ z

Lop,b:-3,c=3ed=-2.

2. Observa a figura.

2.1 Completa o segLrlnte: liqr_ [f(x) 3];,!I ft,): ,q. fk).
2.2 Escreve as equae5es das assimptotas do 8r6fico de f
2.3 lndica o dominio e o contradominio de l:

174



Resolucao:
Observando o tr6fico podemos notar que:

2.1 ,lim [(x) - 3] = 0, iq f(x) = 0. 1+ f(x) - 3 = +r,o;

2.2 AV:x=2 AH:y-3
2.3 Dominio: x € llt, Contradominio : ), € [0 , +Do]

3. Define analitjcamente as assimptotas obliquas de cada uma das fun!5es setuintes:

3.r (x) -

3.2 ftx) . y7+ x

Resolucao:
fG\3t m= tim r= tim ..-....-- |

t"l I rb= lim l,^ +xl= Im =-l, - !\l-x / ,- \ l-x

y=-x- I 6 assimptota obliqua d esquerda.

m= lim +-= |

lvt L vb= lim I -_ll = lim :=lr-+. \x-2 / .+-r-l

y=x+ I 6 assimptota obliqua i direita.

yai;
3.2 m = lim

b = lim tvx':+ x xl

t1/xt+rlt,,t
'.-o Vx'+r+x )\+x

xl
=lim^=-

I
v = x + r d assimDtoca oblioua a direira,')

175



4. Define analiticamente as assimptotas verticais dos griiflcos das setuintes funq6es:

34.t (, = (x_ tf
Ia2 ftx) = $+2f

Zxz- 5x - 34.3 f(x) = 3x'1- lOx + 3

a.2 D,: R\{-2}

5x

Resoluteo:

4.1 D, = lR{ l}

41 D =

lim
I

lim

15.ru1 =*'"

15 rcl = *'"
x = I 6 assimptota vertical de f
,!!,' fl') = *"o

.!i tu= ".
x = 2 6 assimptota vertical de f

mrtl
2x1

3)

3

'(. ,)o-,
)x1-Sx-3 ?t -'j)1,. +) =L

,(. *)o- ',(.-i)r.-,r

x = 3 nao 6 assimptota vertical de Fporque o limite nao da inflnito quando x tende

para 3.

5. Encontra y'no ponto (2, l) se (x + y)1 = 27(x -y).

Resoluceo:
3(x + y)t(l + y') = 27(l - y') usando a propriedade distributiva da multiPlicateo

3(x + yF + 3y'(x + yF + 27y' = 27 usando a ProPriedade associativa e distributiva da

multiPlicaciio

y'(3(x + Y)7 + 27) = 27 -3(x + Y)7

. 27 11.x + y\1

| 3(r,+h1+27

substituindo na derivada x por 2 e y por lI# = o

v'=0



x1-5x+6
6. Dada a funcao (x) = *_ I ,

6.1 Calcula os zeros da funeao e a ordenada na oriSem.

6.2 lndica o dominio de f
6.3 Determina as equag6es das assimptotas.

6.4 Estuda a variaeao da funeao.

6.5 Esboqa o trnfico de f

Resolugeo:

6.1 Zerosi x2 -5x + 6 = 0 e x = 2 V x = 3

Ordenada na oriSem: F(0) = -6
6.2 D;x€ R(l)
6.3 AH: y =,lim_ F(x) = +qr i.e- neo hi assimptotas horizontais.

rr \r+ar
AV lim = +co. Loso. x = I e AVx- I

f(x\
AO:m= lim !r- +& x

x1-Sx+6m= lim . =l
lxz 5x+6 1b= lim rfix)-mxl= lim I -xl, ,._o\ x I i

x1_5x+6_xL+x
x- |

Logo, y = x- 4 6 assimptota obliqua.
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l': 5x+66.a ftx) = , +f(,)=

2xz 7x+S-x1+5x-6

(2x-5Xx- l)-x'?+ 5x + 5

(, - l)'
i-2x I

(,- lF(r= (, - l)'

+ +

m6x (l r4;-5,8); min (l + 12; 0,2)

x1+4
7 Dada a funcio flx) =

Zl Encontra o dominio da funeao.

Z2 A fungao dada 6 par ou imparl

Z3 Determina as equag6es das assimptotas.

Z4 Estuda a monotomia e determina os extremos.

Resolucao:
7l D;x€ lR\{o}

72 ftx) 6 tmpar, porque f(-x) = (x)
Z3 AH: neo tem.

AOty=x
7A Pa'ax..l r:o;-2[U ]2;+oc[fcresce

Parax€12;2[fdecresce
mtx(-2, -4); min (2. 4)

Z5 Esboqa o erafico de i:



8. Consrdera a fundo f/x, = -.^' ,', x. I

8.1 Encontra o dominio de f,
8.2 Estuda a paridade de l:
8.3 Escreve as equaE5es das assimptotas.

8.4 Estuda a variaEeo da fungao e encontra os extremos relativos.
8.5 Esboga o grrfico de f,

Resolugao:
8.1 D, = RVll)

8.2 f(-4 = , . =-ftn.
Logo, f(x) 6 impar, pelo que o griifico 6 sim6trico em retagao ar oritem das

coordenadas.

8.3 Assimptotas verticais: x = lex=-l
Assimptota horizontal: nao tem
Assimptota obliqua: y = x
Parax < -l8 V x > .v8 f cresce

Para-VJ<x<-l V t<x<OV O<x< lV I<x<lSfdecresce
/ - -3v5\m.ix l-V3. 2 J

. / - 3..5\
min \virr/



l- Calcula, aplicando a definieeo de derivada de uma fungao num ponto:

2t.t f(x) =;. 1.3 h(x)=y'1- 1,

t.2 s(x) = 2x'1 4, nopontox= 2 t.4 m(i=+.

2. Calcula, nos pontos indicados, os derivados laterais de cada funqao.

al r-,r+8 sex>2
nn=l ,, sex-2

7-1 t

nr,=1

7-4 t
(n=1

2x+9

)x+7

x1-2x

-x1 + 2x

x'z-3x+3
-\l

xx 2x+5

sex> |

sex>0

3. Representa graficamente a funqao derivada das func6es:

3.1 f(x) = 4xr - 3x

I t+l
1.2 ftx) = ]t -r- |

3.3 (x)=xl x+5

4.1

sex>-l

4. lndica os pontos onde a fungeo nao 6 deriviivel ou que 6 nula.

4.2



5. Usa a tabela de derivadas para determinar as express6es que definem as fune6es derlvadas

6. Determina a 2." derivada de cada uma das seguintes funr6es:

6.1 y=3x,-2x+ |

6) v=' x+ I

6.3 y=P-2rzr,
xr5l6.4 y=1+11+

_tt6.5 y = ,f ,xt -7x +l

6.6 y=(5x+ lf
Z Determina a expressao da 1., derivada de cada uma das seguintes func6es:

de:

5.1 (x) =3/-5x1+4

s.2 (x) = (2x + lf
5.3 flx)= /" -*tDx-t/95

Is.4 f\t =

7s.s f(x) = -
5xs.6 ft,) = ,,

s.7 f(x) = \/x

zl y=sen(3x)

7.2 y= se.1211

Z3 Y = sen'z(3x)

7.4 y=tE( 3x)

7.5 y=4sen(2x 5)

- I rn L/.6 y = ,sen \a 2\l

8. Calcula as derivadas das seguintes fungdesi
8.1 y=5'

/ r\'8.2 y = lrl
8.3 y=2x

lLx + 1\1s8 r(r=l* rJ
x2+5), I

5.e l(x) = 3-
s. r0 (, = (x l)l

s.lr (x) = (2x r)l

s)2f(x\ =3\/r 1
5.13 f(x) = (xr - x'? + 2x - lxx, - t)

6.7 y= x_3

6.8 y=xt--*1rr ,t
6.9 y=-
6.10y=(3x-r)s

6.ll y = a/x

I

7.7 y = t8;
7.8 y = s.. ,z

79 v_ssenx+cosx' senx-cosx
senx+cos,)(

Zll y = 21r"n , G2 - 2) cos t

l7\7
8.4 y = ljj
8.5 y = e,"e,'t

8.6 y = e'/'



9. Determina a equagao da recta tangente ao 8rdfico no ponto de abscissa xo:

9.1 y= x7+3x-4, xa=0
I _v

9.7 v=:. x.=l
JI9.3 y = sen (2.r), r^ =;

xl9.4 y= 
-, 

xo=o

9.5 y=i-4x, xa=0

lO. Escreve a equacao da recta tangente ao 8rifico da funcao f(x) = xr 5x, Paralela ir recta

l=6 3x'

ll. Calcula o valor de m e R de tal modo que a recta y = 7x + m seja tangente i curva

2x-l
f(,) = , + t.

12. A recta t 6 tangente ao ereflco da funqao Fno ponto A de abcissa 3. A derivada de Fno Ponrc

76:
3

(A), ,
(B): I

2(c),t

13. A recta t 6 tangente ao griifico de fno ponto (o, (o)). Sabendo que Fadmite a l.'e a

8.7 y = 2*-

8.8 y=1n1*-11

8.9 y=tn\/i

8.10y = loSr (xi l)

8.lly = log, (3x+ 5)

8.12y = losr (xr + l)

9.6 y=senx, xo-0
,1

9.7 y=tgx, xa= 
4

8x
9.8 y= L, xo=0

lnx,., y= ), ra=l

2
(D), t

(A): fl(o) f'(o) < 0

(B): (o) f(o) .:0
(c): f(o) f'(o) > 0

(D): fto) . f'(o) > 0



15. Observa a recta t tangente ao grefico

no ponto -2, Pode ser:

14. Considera o grrfico da fungio fe de uma recta t tanSente ao grrfico no Ponto de abcissa o-

o valor de f(o) 6:

3
(A): 

E

3
(B), 

5
3

(c)r 
5

5
(D): t

de fno ponto x = 2. O valor de f(-2), derivada de f

(A): 2

(a): I

(c): 2

(D): V2

15. Na figura abajxo estao representadas Sraficamente duas fung6es fe h:

A funqeo I definida por fF) = e'.

A fungio h, definida em lR por h(x) = log x.

A recta r 6 tangente ao grefi co de f no ponto x = m e 6 tangente ao 8r|ifi co de h no Ponto

Qual das

(C): e""

seguintes igualdades 6 verdadeira?

l I

(B):e'=n./,rio

(D): /n (m n) = |

183



lZ Foi administrado um medicamento a um doente ds t h da manhe de um certo dia. A conce_-

traeao desse medicamento, em miliSrama por mililitro de sangue. t horas ap6s ter sido

administrado, 6 dada por C(t) . 2t e'J'. Determina o instante em que a concentraqeo do

medicamento no sanSue do doente foi mexima. Aprcsenta o resultado em horas e min(r-:s
x

18. Dada a fungao f8) = i +xr:

l8.l Determina f(r;
18.2 Reso&e f(x) = 0;

18.3 Determina os intervalos de monotonia e os extremos relativos de f
19. Determina, pelas retras de derivaeao, as derivadas das seguintes funf6es:

l9.l y= 1+31q-25 l9.lo y= L
' \ox + b)'

| - \.1;
192 v=ttlx') l) 19 ll Y=

te.3 y=x(x l)' 19.t2 y=lqx 3

-2x+3te.4 y =--:; e.t3 y =\tGF 7x + 3

19.5 y =:---L 19.t4 y=vo + t
3xl

I

(3, sP

20. Determina y'sabendo que:

20.1 ln = c
v

20.2 t/x1+ v1 - c arts L

21. Encontra y'no ponto A(1, l)sabendoque2y= / + x/r.

22. Calcula as derivadas de cada funeao nos pontos indicados (aplica as reSras de derivaqeo).

19.8 y --

t9.9 y =

/ sxr+ l\:
19.6 v=l ^ l' \ v2 I

3

5

22.1 f\rl = fr;

19.15 y = 2x+5

19.16 v=-

te.t7 y =3t[ii7

22.2 r@=tr+ia; x: I

22.3 (x)=lH; x=t1



23. Estuda a va.iaqao de cada uma das seguintes fun!6es e indica os extremos relativos
(se existirem):

23.1 f(x) = 7x1+ Ax - 6

23.2 f(x\ = x3 6i1-ex + t0

23.4 fk) = 
lsx5- lxr + 3

23.5 F(x) = e",
7

23.3 f(x) = -x3 + 4x1 + 8x -l
24. Determina as assimprotas verticais e horizontais dos griificos das seguintes fung6es:

3-4x
24.t f(4 =

2)(+ 15
24.7 f(x) = -

3xa
24.3 f(x) = ,, _, *1

x?|24.4 flr)=--' \' 4x+J

24.5 (x) = lo& (x'?+ 5)

P-2u.6 fk) = l, ,
25. Observa o quadro abaixo e faz a representaceo grefica da funeao correspondente:

(f(0)=0;y=06AH)

26.

-l I

0 + 0

j
l

1

Considera as tabelas abaixo e constr6i, para cada caso, o grafico correspondente.
26.t

26.2

)6.3

26.4

x<0 0 0 < x <2 2 x>)

)

x<0 0 r<0<l l<r<2 2 x>2
+

)

I 1 x>2
+ +

5

x<-l ,t -l <x<0 0 0<xi l x> I

0

f 0

+

f

r85

26.5



2Z Faz o esboeo do 8r6fico da fungeo 11 sabendo que:

Dr= R
nao tem AV e AH

(0)= l6minimo

f(2)=26meximo

28. Elabora uma tabela de variagao da funtao y = f(x) rePresenEada nos grificos abaixo.

)47

29. De uma funeeo fde dominio Dr= lR\{l}, continua em Df sabe-se que:

lim F=0 f10) -lemrnef(2) =36mar.

Observa o quadro de variageo de Fe ProP6e um grafico Para a funcao f

x<0 0 0<-x<2 a x>2
0 0

t )

0 0<x< I I I <x <2 2 x>2
0 + + 0



30- Observa o quadro de varia(ao de uma funCao real de varievel real.

32. Considera a funcao Fdefinida por (, =

I | <x<2 2 x>2
0 +

Prop5e um Sraflco para a funq:o sabendo que rlq ffti = :.

31. Dada a fungao real de vari:ivel real definlda p - f(4 =;it
3l.l Determina o zero da funEio.

31.2 Calcuia a ordenada na oriSem-

31.3 Determina o dominio da fungao.

31.4 Determina as equaq6es das assimptotas horizontais e verticais.

31.5 Estuda a variaeeo da funeAo e indica os extremos (se existem).

31.6 Esboga o 8refico de f
x7+x 2

32.1 Calcula os zeros de Fe a ordenada na origem.

32.2 Escreve as equaeSes das assimptotas.

32-3 Estuda a monotonia da funqao.

32.4 EsboEa o grifico de I
9

33 Dada a funq:o f(,) = l- AY'z:

33.1 Encontra o dominio de,l os zeros e a ordenada na oriSem.

33.2 Estuda a variaEio de Fe os extremos relativos.

33.3 Estuda o sentido da concavidade e determina os pontos de inflexeo.

33.4 Esboqa o grnfico de ,:
33.5 lndica o contradominio de f

3x
Considera a funcio f?)) = 

-.34.1 Determina o zero e a ordenada na oriSem de f
34.2 Determina o dominio de ll
34.3 Determina as equagSes das assimptotas.

34.4 Estuda a variaqao da funeao e indica os extremos relativos.

34.5 Esboea o griiflco da fungao.

l-x'?
Dada a fungao (x) = 

-:35.1 Derermina o dominio, os zeros e a ordenada na oriSem de It

35.2 Determina as equae6es das assimptotas.

35.3 lndica os intervalos de monotonia e os extremos relativos de 11

35.4 Estuda o sentido de concavidade e indica os pontos de inflexao, se existirem.

34.

35.

147



35.5 Esboga o grefico de 11

35.6 Classifica Fquanto ar paridade. Justifica a tua resposta.

35.7 lndica o contradominio da funeao f,

35. Observa o grafico. Qual das funq6es indicadas corresponde a este greficol

(A)r l'(x)=9+x,

(B): l(x) =e x,
x-l

(c)tf@= e ,,
(D): f(x) =t_x,

x1-x
37 Uma represenragao grafica da ,ung5o fdeFnida po( flx) = \, ax + 3

pode serl

38. Cada metro de rede necessdria para construir uma capoeira rectangular custa 800 meticais.

O propriedrio pretende que a irea cercada seja de 300 m'1. Calcula o resto minimo da rede

Determina dois nLlmeros cuja soma 6 igual a 20, de modo que o seu produto seja m,xrmo.

Calcula dois ntmeros de diferenfa iSuala 10, de modo que o seu produto seja minimo.

Qual 6 o ntmero cuja diferenea entre ele pr6prio e o seu quadrado 6 m:iximol

Um proj6ctil 6 lantado verticalmente debaixo para cima. A altura h atinSida ao fim de t
seSundos 6 dada pela expressao h(t) = ,0t - 5f.
42.1 Qual 6 a altura mexima atingidal

42.2 Ao fim de quanto tempo o projectil atinSe a altura maxima?

39.

40.

4t.

4')



43. O produto de dois n[meros positivos 6

o quadrado do outro for minima?

44. Divide o n[mero 12 em duas partes, de

outra seja meximo.

15. Quais seo esses nrmeros se a soma de um com

modo que o produto de uma pelo quadrado da

45. Determina, num segmento AD de comprimento fixo, um ponto P tal qlre seia minima a soma

das 6reas dos quadrados de lado AP e PB-

46. Pretende-se fabricar uma lata cilindrica aberta por cima. Disp6e-se de 300 cm'?de material.

Quais devem ser os valores de altura e do raio base para o volume seja mdximo?

47 Numa folha quadrada de cartolina, cujo lado mede

l8 dm, pretende-se cortar, nos quatro cantos,

quatro quadradinhos iSuris para fabricar uma caixa.

Calcula a medida do lado do quadrado a cortar em

cada (anro para que a carxa tenha volume miximo.

x tA 2\

48. A machamba rectangular do sr. Merio, de certa rrea, est6 ao lonSo de um rio. Ele pretende

vedn-la. Quais seo as dimens6es da machamba para que o perimetro da verdaEeo seja minimo?

49. Umamachambadeformarectangulartemderirea2l6dml. Pretende-se dividirem duas parcelas

rectangulares iguais e proceder a vedageo da machamba das parcelas obtidas. Quais serio as

medidas dos lados da machamba. em metros, para que se gaste o minimo de material para

aquela vedagaol

50. Num canto de um quintalcom muro pretende-se isolar,

com uma trave de madeira. a maior:irea de terreno
possivel. Sabendo que a trave mede l0 m, em que

posicao devere ser colocadaa

51. Paravedar um certo terreno rectangular destinado a um pomar, encostado a um muro ao longo

do qual6 dispensevela vedaeao, seo necessirios l60mderede.Calculaasdimens6esdopomar
de modo que a sua drea seja mexima.



No final desta unidade, deveres ser capaz de:

. definir primitiva de uma funeao;

. estabelecer as propriedades da Primitiva da soma e do Produto Por constante;

. calcular e identificar primitivas imediatas;

. identificar casos adequados i utilizaeao de primitivagao por partes;

. calcular primitivas por partes.

fl Fungio primitiva e integral indefinido
Em muitos ploblemas, a derivada dc uma fun(ao 6 conhccida e o objectivo e encon::.i

a pr6pria funqao. Ibr exemplo, conhecendo a vclocidade de urn corpo em movimcnto, poder: i
querer calcular a sua posiq?io em um momento qualquer.

O processo de obter (recupera, urna funqao a partir de sua derivada 6 chamado de integra!.
indeflnida ou antiderivaqao e a funlao recuperada chalna'se primitiva.

@ o.r;nigao
Definiqao l: Djz se quc uma funqao -F(,Y) 6 uma prinlitiva de flx), para qualquer x do domir::

de, se a dcdvada de I(ir) for jgual a f(1). Isto 6: I'(it) = lh).

Exerllplos
1. F(r) = cos .r 6 uma prinitiva de flr) = -serl x, pois I'(x) = sen r.

2. I(r) = -t] + 2 6 tma primitiva de l1x) = 3xr, pois I'(,Y) = 3x?.

Nota que a primitiva de uma funlao nao 6 irnica- Iror exemplo, a funfao derivada r(r) = 2r\ - :
pode atercomo primitvaslr(x)=1r x + 2, \(.\) = a. - x - 71 ou ainda Ir(1) = '1': -,.+.,or:.
c 6 uma constante qualquer. Se derivarmos as funedes primitivas, cstas darao sempre a fun!.-
de vada. As constantes podem tomar qualquer valor, pois derivando a constanted6 senlpreztr:

Assim, a pdmitiva da funtao derivada flx) = 2x 16 dacia por l'(1) =x2-1+.
Podenos entlo afirmar que qaisquer duas plirnitivas diferem por uma constante, ou \cla ..

l',(ir) e ltr (1) forem primitivas de f(x), entSo {(1) - F.(r) 6 cotstante.

r



Prlmlrv. de rmo funcn.

DefiniqAo 2: Sc (x) 6 uma funcao corltinrra em lR, entao a tua integral indefinida a dada por

ll(.1) dir = I(-r) + ., oncle F(ir) 6 unla prirritiva de l(i(), . 6 uma constante, chamada constante de

intcgraQao, o simbolo "J;6 chamado sjnal cle integraeao, r(1) 6 o intergrado e /r 6a diferencial

de -r. O dittrencial dc 1 sigrrifica que a funlao IU) foi derivada em rclaqao a.r.

Exerl1plos

l. ..r + J.r.r " 2r ,.h ' ''' ' 2rt' .'i)'
dr sig iflcaqueafunldoflx,y)=\'z+-\v+2y'z foi dcrivada em relaeio a 1.

'. 'r\ r {\u 2r .,.lr \, .)t .'y -I
i7y signiflca que a funlio f\,t) = t'z+ 3xy' + Zvr foi dcrivada em relaqao a.f.

Nota: para verilicarse umaprimitiva foicalculada correctamente, bastadeterminar a derivada

da funqio l-(x) + .; se a derivada de,E(.r) lbr igual a I(x), ent?io a prinitiva est:i correcta.

A iigagio cxistcnic entre derivadas e primitivas permite no\ usar as regras jA conhccidas da

derivagao para obter rcgras corrcspoide tes para a integratao.

lffi Pri*itiws irned;ates

Exemplos
l. De acordo com a dehnilao da funlao primitiva, vamos detenninar a pdmitiva de:

\u...rr ld, il ner,e q're e.r, t,,n.r. e f' r. ='. -,'2
1.2 fi-") = 311

A funEao cuja derivada 6 3xr a I(x) = x3 + ..
I1l f(r)= r.

rl
\cid qll..o r e deriv"dJ dd lun\.ro ldn8enle. lor isu,r primili\a J(,' r' =.or 

^
6]|(ir)= 3 tg 1 +.

1.4 I(1) = xL( 1)(.r 2)

Para obter a primitiva desta funq:io, primciro vamos escrever o polin6mio correspo[deote

a este pr()duto aplicando, para isso, a propriedade di\tributiva:

l(jr) = (.l'z .Y)(.Y 2)= \i 2* )t1 + 21= \3 - 3)i) + 2)i

a nnnrrtrva e Ft:r = l r +r'+.-

l9l



llft Propriedades da integragio
Estas sao as propriedade! da integra!^ao:

. Sc /l1x) .i-\ = _t(1) + ., entao (I(I) + l:), = I(x), ondc . . lti.

. O integral d() produto de uma constante por uma funEio 6 i8ual ao produto da constante pelo

integral da fun(ao.

lk f(, dl = k il(r) dl, k ,. x
. (l iltegral de urna soma ou diierenta de fun(6cs 6 igual a sona ou diferen(a dos integrais.

1 f flry) 1 ,r (r) I rix = f/h) r.l( t k(j() ia

[[ Tabela de integrais

Se a {un(ao integral neo 6 urna funqao elernentar, enl caso de necessidade usarn se tabelat dc

valores para cstas funq6es. A tabela a seguir pode scr facil re1lte obtida a partir da segr.lnda deil

nilao e das regras.lc derivaqio. Isto €, a liga(ao existente entrc dcrivadas c plirnitivas pcrmite-rros

usar as reglas ia conhecidas da deriva(ao l)ara obter regras correspondentes para a jDtegraeao.

tL' r =,. r11*.. -ll r . R1{ ii c.. R

/, ," =,, , +. .oir . e LQ

,n,= ..:\\ .t.tnt.t
;:r_i rii = ilri r +...oir. i -q

I .---;, = rg, + r, ro,', r e r,

I - 
=r i + ;P

.ontcm soma ou diferen

j,.*rL = flcial+r.,0.unr.=P

| ,1, =r rr i-. -.., 1r.on.-'lll

i._.4 ;, - -,,,','.m'.R

r.l. .-Ll

1r'.i = ! + ! L-r...rrr-:[l

i 1927-



Pnm,lvo d6 umo fun!oo

Exernplos
1. Vamos encontrar os integrais, aplicando as principais iegras de integragao e a tabela de

integraEao.

1.1 !7x'zdx
1.2 l@t 4x'z+ 2x 9)dt
1.3 IA-cL)(^+b)dt
1,.4 r/s;F dx

I s lrll a"

ta l =l- at

y7 l-L 61

t8 l!L
N21 - 1\2

1.9 /(7." - sen x) .lx
1.10 l(4x + cos x 5) d.x

11 tLt, dx=7tlt, dn=7 .a: + tl
L.2 Je3 - h'z+ 2\ - 9) dx = lxl tut - 4Jx, dx + 2ht dx 9Jd1(

= 4 a.^3.+2.^2 q\.,

ta 1^
4 - 3 

+ v -q' f r

vlrl\ola: /d-r= ri'd\ = 
, 

r 
_{c=.y 

.

1.3 lQ a)A+b)dr= Il:t2 + bl - ax + db) dt
= Jl, dt + blt da - alx dx + abldx

=;+b; a;+dbx+t

\1 b-a "= + 2 l'-aol+(

l.,l\atl dx = ll'a xt dx
J

=,/sa I ) a,
J

=tBa.!' *tl* r
2

\/i 1

,
2x2\/ \dt- +c

"1.1



r.s = l'' 13 a, = lE.a\a,
=1,1a,*thia,JJ

1., !. ,

= 4!-+3. !'L+c
|..t -;+1

=-x.vx +ov1 +a

1.8

@l T6cnicas de primitivagio

@[ metoao de substituigdo

O m6todo de substituieao consiste em substituir uma explessao dentro do integral por r]ma

outra vadavel. Para isso, € necesserio que a exprcssao a substituir tenha a sua de vada ou fun@
semelhante a sua derivada dentro do integral.

Exemplos
L Vamos encontrar os seguintes inlegrai\:

tt l-!- a,
J/+1

Como a deri%da do denominador 6 semelhante ao numemdor, substitui-se o denominadc

por uma nova vari6\,el e ajustamos o numerador de acordo com a delivada do denominadc.

t.e lnloa,=zlr;ft*

1.7

3-r
= tT- ar(tg 

tTT 
+ '

| / dx =7 J(Vt0)'-.r'z
J lo-x': J

t 
'-l',/1i 

+ t
zr4d ''' lVl6 rl

I tlx I dtt

l.\/21 rtz l,'/1(7 )t'z)

'lt dx
- ',/1 ldTr -,'
= Lsen,4+cV3 \/7

IOe, - ser. )t) dx = 7!e tu Jsen x bt

=7d+cos.x+c

1.10 /(4x + cos x - 5) d]( dx = 141+ lcos a dx - 5!d1t

=212+sena 5x+a



1.2

13

Primi, vo de umo fungdo

Seja 7 + -{3 = t, dedvando os dois membros obtemos:

3

rr, - t7 dt Ttdt
lz+r "^-J3 r-3J.

= 1t,, t, *,3',
Retornando paaa a nossa vari6vel, sabemos que f= 7 + rr, entao temos:

1r,, t,r*, =1r,, z*" *.

Ob.ervdndo com.rten(ao d [unE;o integ.anJ,r. rimo\ qu.,r lun\iro ln \ lem d \ua

rlerlv,r<1,r 1 loro t,rTemos a suhstituicao

Seja 1n 1= r. Derivando ambos membros obtemos:

! dx= dt

tdt
Irrnrr' dt tl i?/ f ..-litnr *,
lir

Seja 5x = t. Derivando ambos os rnembros, obtemos:

5dt=dt

a, =! at
5

tcos 5r dr = lcos ! 4'15

= I t.,x r,n

l
= sen t+.

1_

J:tx z

Como a derivada do denominador € semelhante ao numerador, podemos fazer a

seguinte substituilao.

1.4



Seia 3.r - 7 = t. Derivando ambos os membros, obtemos:

3bt-dt
dtda= 
1

t bt t4!
lt, r=!,1

1 tdt
3J r

= 1t,, trt *.

=;tnl3t 7 +c

1.5 /sen3 x cos -x dx

Seja sen x = t Derivando os dois membros, obtemos:

]I
fsen .x ( os x dr = fl dl = ; 1" { . 

a\ena 
Y+r

1.6 Jcos3 t d,

/cos3 x dx = /cos2x. cos x d.x

= /(1 sen, x) cos a d1

= /cos x d.x /sen, x cos x dx

Seia sen.x = ,. Derivando ambos os membros, obtemos:

cosxfu(=dt
!cos3x/Jt=sena-ledt

l-
=Senx+1t'+c

1
=sen.x ?sen'x+c

" lliF=E
Seia 3a'z- 8 = ,. Derivando os dois membros, obtemos:

6xdx=dt
1

xdx= 6dt

l" d.t _ lt dt
l,/5'z4-lo,/1



P, m riv. de umo funcao

1_8

=! ti) at
6
Ir

a

=1.,t-* r*.l
/x2(13 + ,r-Yr)5 d]

Seja 13 + ri13 = f. Derivando ambos os membros, obtemos:

3

/.x'2(13 + :l,xr)5 dx = /(13 + nx')3 )t! cLt

1t -n dt

=lir.!"a,ll
=lrtts ttt

:\

1f
l6

=! nrl.l +n f +.
l8

Seja tg, + 7 = f, derivando ambos membros obtemos:

l

t d^ 

- 

tJtI \/ttx+/= 
-Jcos':l " JVt

irl
= lt\11 dt

e
= 1+a

2

=2\/t+c

=2ltgx+7 +c

1.9

rlolarcsen'r4I Vr - .r'



Seja arcscn ir = t- Derivando ambos os membros, obtemos:

:l: h =,1t

i.n L5cn':r -: :- = lt, df
I Vr_1

=lr,*.3

1

:3

[Bp lntegrais que cont6m um trin6mio quadritico
no denominador

Existem tr6s casos a considerar.

1." ca$o Se o numerador 6 de grau zero, simplesmentc cscreve-se ou transforma-se o trir6mio
quadratico na lbrmai

d(x + k,)r + k,; k,, k, € lR (1)

Isto 6:

.r, r.-r,.-o-n[tr-bI tan' hl
11 2,r 1n )

, I Adx A | .11
'=.J"',t',-, ,.1 , b J),-b

\ 2d 1.1'|

4ft h'1
a ,'mn - 

a e .Ind , o1\.d le. podemo. iSltJ Jr r L:

=,- ll ,J\ :qJeeinresrdidJ rnbe.ao
' ' {- ' nl * r"r,'

\, iJ '2a =,, Derr\dndo Jntoo\ o\ tlet.lL'o\ ob.enr^

- i/ ,,, ,\VL

'= ; l;ffi= Ja rrcts tr + t

b
AVI , T'
dL "V(

Nota:para transformarum trinarnio quadr6tico qualquerna forma (1), procede sedo seguini€
modo:

.x I bx , atx l'^ ' l-.,\ b'=l'I ln L '"' ' " ^ a rl- " '2r' '2a
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Primirivo de umo funcdo

Irimeiro, factoriza-se otermo d, Depois soma e subtaai-se a metade do quadrado do coeficiente
do segundo termo. Finalmente, agtupa-se os p meiros ttOs termos que constitui um quadrado
perfeito.

Exemplo
1. Vamos translormar os seguintes trin6mios quadriitjcos na forma (1).

1.1 5r, tu+8

5r' 7,*13=5/r'-I*9]1 5 5l

=,[, ""1.. 
10 8l

s tt,l tuu I ql

-l 7 rsbl'L'' ,nj roo]

1.2 xz + l4x -9

x, + 7$t 9 =:\2 + 14\ + 72 -72 -9
=e+7),

2." caso O numerador 6 do 1." grau: como a derivada do trin6mio quadretico 6 funqao do
l." grau, que 6 semelhante ao numerador, entao podemos a]ustar o nurnelador com a derivada
do denorninador.

Exemplo

. i' ,,, sl'r'r^-'' ',)o'_1)'t, z'a' , , o," Jr -7.\-l{ J l=- \-ll -Jr z.r 'tr ,r.l , -,-U
I t, t-. ,-. , ,.,- ]. I J^ -) , 2t. -. y'J,'l'-:l 1,

lrnl' -* lr v-dftrg2r; L

I tJ
t I \t-) ,. t;12^-a\ 2 ) , rr 2,4 t b_' J'. rr'. s'^ !t'tiiti tttsu' zl,r-2, *r'/' 6J1, z, _t

= j t,, ,*, - a* * s| - + nrctg(x 2) +.

3." caso Se o grau de numeradot formaior ou igual ao grau do denominador, primciro divide_
se os polin6mios.



Exemplos
1. Vamos encontrar os seguintes integrais:

- - l{x'z+ 3x + 1) d.r
J ).'+ 4x + tl
Diviseo:

(t'z + 4ri +8)

1.2

(x':+3x+l)dx

J:.':+ 4r + 8

Divisao:

x3+0.x2+0x+0
(xi+4x'?+Bx)

= J\r xn4a*aJ 4'x

llY+/\t1,
= i '7x lr\ 4x + 8. 

.

l-(21+4)+5
-^- J l:+4x+8 -

1 I 2x+4 I da
-"-, lx,+ 4x+B -'l\x.2)\r,

=x;lnlY'z+4r+81 ,, arctg:V: + c

O 4t2 gx+O

( 4x'z 16x 32)

I xldx l- 8rx+4)I- =lla-1- \ t7,J1'z+4ix+8 ) 
^/+41+8

= rr1- 4r dr + 4 lZx + 8) d!
,1 x'z+4x+8

.r' .lt2x t4tdx - I tl^
2 ,1 Y+ax+8 ",ltr+.zt'-z'
r t-2

='_ -4\_4tn y + a\ + 8l_ 8 drclg 2-+.

0+8r+32



Piinirv. a. ui,o f!n.no

f,f,[ Primiti".sao por partes

Apartir da reSra da derivada de unl produto, podemos deduzir a f6rmLlla de intcgraqao de um
produto de funq6es.

(u1)'=lt'r+uv'
Integrando ambos os membros, obternosl

t(uv)'=lu'v+!u,'/
uy=ltdu+ludv€

Judv = uv lv du

Esta iltiDa 6 a f6rmula de integragio de um produlo de fun(des, conhecida por integraeio
por partes,

Procede se da seguinte forma- Escolhc-se a funqao em que 6 mais dlficil cncontrar a ptimiti\.a
ou aquela em q1le derivando, deprecia se a sLla complexidade- Dcsigna se esta fun-(io ]ror,/ e

encontra-sc a sua derivada para obter d . O rcsto da expressao desigDa se por dr,. Encontra se a

primitiva para obter y. Por finr, slrbstitui-se as expressoes obtidas em cima e coloca se na f6rrnula
da integracao por paries.

Nota qre o plocesso s6 te rmina qu a ndo se encontral unl a integra I mais simples dc dcterm i nar
a primiti\.a.

Excmplos
1- Vamos encontrar os integrais seguintesl

1.1 rryz seD x dx

A f6rmula ideal para erlcontrar a primitiva dcsic integral 6 por partes, pois a integral
de um produto de funq6es qrc nio tern nenhuma relalao erltre elas. Isto €, ner tuma
das funq6es 6 dcrivada da outra.

Faz-se

Agora, intesrando ambos os memblos:
u=x2+dtl=21dx
.7r=senldit ) y= cosx

Aplicando a f(r'mula: Ju dv = u t .l| dlt
u = :t7, r)u = 2t dx, t = -cos x

/.r']sen r dx = r']( cos r) /( cos x) 2i( dx

= .1 cos 1+ 2r1 cos x dir
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Este integral tamb6m se pode fazer por partes, onde u = \ e d = d)(

Logo, d/ = cos x d.1

/dy = sen .t

Aplicando pela segunda vez a regr4 obtemos:

!)e ser', d, = it cos t + 2(x sen x - Jsen .x df,)

= -a cos.x + 2.x sen x + 2cos.x + c

1.2 Jxln 2a dt

Neste exerciciq € dificil encontrar a p mitiva de ln 2.x, entao vamos designe-h por r.

u ln2x+du=!d,
a

dv=t-v-^,

Aplicando a f6rmula:
a, lyz 1

Ix tn 2x da =;tl2x l;.;d)
=f;n2,-l*,

1.3 larctg t dri

Como 6 dificil encontBr a primitiva de alctg , vamos designii-la por .

1
u = a(tg1L - du = -;---- t1^

ilv=ilt+v=x
Aplicando a I6rmula: /arct9 a fut = uv - Jv du

=, nr, tg, /* . .., 
l. 

, d,

, ur.tn, - I ln .r' I ll-(



P,imi, vo de umo lunc6o

l. Encontra os seguintes integrais:

ttl_
J3x'z+4x+5

1.y'xl+7x-s

t.7

1.4

| 7n dx

li tx+ tz

I 19 dx

,lVl - 3x x':

Resolucao:
l.l Vamos primeiro transformar o trin6mio quadratico na forma (l).

)3x1+4x+5 3

)
Fazendo x + t= z, dx = dz

t.2

7l=i 6o"tc * t'
TT
Vf 3x+2

=7 | orctgnI-+ c

Vamos transformar o trin6mio na forma (l).
* -6x+ 13= *-6x+ 3,-3r + 13

=(x_3)1+4
| 7dx _ ! dxtr- =ln t_J x'-6x+ rJ J(I 3)'+4
Fazendoz=x-3.dzzdx

I z1+ 2t
htz=, orcter+ .
7xt x-3

= , orctg -a- + c

I i El
1,'z+4x+5=3(x,+r+1J

='[,'.1*.(;)'-(3)'.i]
li 2P 11

=3ll'.3J .tl

/2\)lv+ l+-\ 3/ 9

.7t dz'3i /Vr-If
,t - 13 /
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t.3 Vamos transformar

x1+7x-5=l+7x

I 7\
= l'. rl

ldxl
l,/i -7, - s 

I

I
7

Fazendox+i=2,

l'.rl l,G9f-\ 2 l

o trin6mio na forma (l).

- 
lrJ -lz] s

169
4

t.4

,tdzlrelY' \2 i

f t- /."P='"'.V'-if] .'
7--tnlx+rVx,+7x-s +c

Vamos transformar o trin6mio na forma (l).

1_3x x7= (xl+3x_ t)

I r:t P i3\' 1

= - lx,+ 3x lzl - lzl - rl

l/ 3P r31=-l\'-r/ al
B/ 3\I=? l'.rl

I l9dx -,"1 dx

JVr 3"-x' l.//,3f /,3f.r JY\z I -\^' z/
Fazendo x + ,= t, dt = dx

l9 arcsen f= + c

\z
2x+3

19 arcsen vtj- + c



l. Encontra os integraisl

t.t I(x1 + za/x) dx

t.2 l_ _L dx
JVI +,vr

1.3 l(.1+ 2xi Vx) dx

t.4 l(sxy1 4x1y - 3) dy

1.5 /(x + 3)r dx

1.6 l\(x + o)(x o) dx

l 11l7 lx1+-) dx,11 JVxl

t.8 l5 

-19 ]7 Bv\ rz

lrol!Lll2x'B

2. De acordo com a defrnigeo da primitiva. calcula a primitiva de cada uma das seguintes

fungSes;

2.3 Y=2,

25 Y= 1

3. Determina as primitivas das seSuintes fun(6es:

3.1 y=5xr+4x+3
3.2 y=x(x-l)(x+2)
3.3 /=e',
3.4 y= senx

I35 y=

I

I3.7 v =

38 Y=5'
39 Y=16r':

2.2 y=x
I

2.4 y=ll
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4. Encontra os seguintes integrais:

4.1 lsen 2x dx
l24.2 llln x) - dx

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.4

4.9

4.i0

4.|

417

l)- "
,l3r- r

Itg 4x dx

/cos (x + 9) dx

ld,

r /F.to
ldx

Jarccos' 
x v/l T

1" x'z+ 4

5. Encontra os setuintes int€grais:

I x'+lx+5
t- dxs7 lllT 

-
I lx+x'
ldx

'" Jl ,*3r'
ldxs.4 l5.r "-:I x' lx+lt

- I (2- 3x) dr55 I

,) x' 4x+5
ldx

5.6 Jlxl-2x+ l),,*3,*4

5.7 t., d,
J' x'z- 6x + l0

1"./ri:[-'i
l3(t z\lG=Ft

5.8



6. Encontra os integrais usando a t6cnica de integrateo Por Partes.

6.1 Jx sen 5x dx

6.2 ltn x dx

6.3 Jx e' dx

6.4 /(x + l) cos x dx

6.5 Jx ln 3x dx

6.6 Je'sen 2x dx

6.7 l\qhxd
6.8 .[x1 cos 3x dx

6.9 /arcsen x dx

en l'1ax

6.ll lx e- dx

6.t2 l\1e3' dx

6.13 f(xr 2x + s) e" dx

6.14 lxl e7' dx

6.15 i , dx

7 Encontra os integ.ais seguintes:

I I t-
.l !,+llx-4

lA+Ad,
tl,+4).

j1 f(sr+8)dx'- l7 l 3"
I xdx
iVx'}+8x- I
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No final desta unidade, deveras ser capaz de:

identificar n[meros complexos e a relatao entre os diversos universos num6ricos;

openr com nimeros complexos na forma alS6brica e na forma triSonom6trica;

interpretar geometricamente as operag5es com nimeros complexos.

f,fi Contexto hist6rico
Os n inn eros comple xos aparecerarn pela pdmeira vcz no saculoXVI commatemAticos italianos

como Cipiao De1 lerro, TataSlia e Cadern. Ioi Bombeli quem primeiro esbolou uma teoria dos

rliireros conrplexos. O estudo dos r[imeros complexos 6 ho,e muito importante e de grande

aplicaqio na Matcmiiti.a, na |isica c na Engcnharia Electrot6cnica.

fp O conjunto dos nrimeros complexos

No96o de nimero complexo (forma algebrica)

Em lR, acquaqao-r']+ I =0 6 impossivel porque nao existe um n(rirero real r tal que iru = 1.

Oproblema ficou resolvido com a ampljagiodo carnpo rcal, introduzindo o sirnbolo I (niimero

imaginirio) para substituir }f1. Isto 6:

,/:tr =ioi'=-1

Deste modo, a solulao da equaqao iyz + 1 = 0 6 dada pori

t= 11- i,./x=t/1=i

Exemplo
l. Resolve a equaEao x'z 2-Y + 3 = r:1.

A-,1 l2= u

)t=2-Ai\t x =2+ Ai

t m numero complcxo e lodo o numero que pode e\crever-r na lorma , +

elementos de R e onde i = y' l.
O conj{nto de nimeros complexos representa-se por C.

Di, com

L.



No nrimero complexo z = d +,i, diz-se que:
. d 6 a pafte real; rcprcsenta se por Re(z);
. -,r 6 a parte imagineria; , 6 o coeficiente da parte imagineria; representa-se por Im(z);
. \e r . 0 c, 0. entJu ,, ( urn ndmero imdginarto puro:
. z = d-lri E o conjusado de z = d + bi.

Exemplo
1. Nonrimcroz=2 3i:

26aPartereal;
3i 6 a parte imaginiiria;

2 + 3i 6 o coDjugado de 2 3i.

2. Vamos res(rver, em C, a equaeao 1']- 2ir + 5 = 0.

^='1 
20= 16

, =2,! !.
2

-,=?j1=ttti2

x=1+2i\t t=1-2.i

ff,t Representaseo geom6trica dos nimeros
complexos

Acadanimcrocomplexoz=d+Dicorrespondeumeums6parordenado(a,r)-.mevice-

d+]7r'e(a,D)€R

Fica assim cstabelecjda uma corespondcnciabiunivoca entre oconjuntodos nimeros complcxos
e o conjunto dos n(meros reais.

Fixando no plano urn referencial ortonolmado, a cada par ordenado (a, D) corresponde um

A imagem de qualquer nrimero real est6 sobre o eixo das abcjssas (eixo reai).

O ponto P chama-se afixo do complexo d + ri.

O esquema usado para a representaeao geom4trica dosntimeros complexos chama se diagrama
de Aigand, em homenagern ao matem6tico francas Argand que estudou os numeros

rnplexos.
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f,fl Complexos conjugados
zl= )zl

z+z=2Re(z)
a-a=2lm(z)

(zJ4) =T,/4

Exernplos
L. 3+2i=3 2i
2. (3-,)+(3+i)=6
3. (3 i) (3+,)=-2,
4. (3-i) + (4+i) = (3 + i') + e - i\ = 7

s. (3 - i) . (4 + i) = (3 + i) - (4 i)=13+,

f,fi uoaulo de um nfimero complexo
Dado o nimero complexo z = a + bi, o m6d,rlo ou valor absoluto de z € dado por:

Graf,camente, esse m6dulo rcpresenta a distancia do ponto P d oriSem do sistema de

coordenadas:

flt Propriedades relativas a complexos conjugados

lzl-o
)zl = lzl
z.z=lzl'.
z, z,l= l,z l. z,l';l=fi* ',+o
z,+ z,l < z,l+lz,
21 - z,l = AB

O m6dulo da diferenla de dois nrimeros complexos 6 igual d distancia entrc os pontos imagem

desses ntmeros no plano de Argand.



Relagio de ordem em C

L irnpossivel deflnir uma relaeao de ordem entrc nirmeros conlplcxos que possa conservar as

propdedades foflnaisde cAculo em lR. Isto a, nao faz sentido dizer que unl nimero complexo 6 maior

que olrtro. Entre os nrimer)s complexos, apenas podenlos estabelecer uma relalao de isualdade.

Relagio de igualdade em (J

Dois nimcros complexos zt =d +bi e zr= a+ di s?io iguais se e sci sc a =c e D=17.

zt=z2sees6sed=c e b=d

Exemplo
1. Vamos delerminar m e de tal rnodo Llue 2fl +!l Bi5cla iguala 2 + (3rr + 1)i-

2fi+1=2€ztn=2+111=-7
:lr+1=-8e3 = 9 -,r =-3

ffl Operag6es com nfimeros complexos

Adigdo

Considercmos dois nimero\ complexos o = d + lri e ll = . + dr, sendo l7,,, . e d e Il.
Asomadeoe06dadapor:
cL + fi = ld + bi) + (.c + di) = (d +.) + (. + d)i

Isto 6:

(a + bi\ + (c + di) = {a + c) + (! + qi

M ultiplicagSo

Consideremos dois Dirmeros cornplexos a = d + bi c 0 =. + di, sendo d, 4 . c d € 1tr.

O produtodc ae 0 6 dadopor:
d. O = G + bi) lc + di) = d. + ddi + bci + bdi'
(a + bi) (c + di) = dc + adi + bci + btii'

= ac + odi + bc i - bt1, porque i2 = -l

Isto 6:

kt + bi) lc + di\ = (dc - bd) + (bc + d.1)i

Exemplo
1. Dados os nlirncros a =1+2ie0=iJ

1.1 a+0 1.2

d+0=1 +2i+3+5i
o+(1 =(l +3)+(2+5)i
(L+t)=4+7i

+ 5i, vamos calcular':

(1.F =(1 + 2,) (3 + s,)

..0=0.3 2.s)+(2 3+1
a.0= 7+li
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Unid

Divisio

Consideremos dois ntmeros complexos c = c + ri e F = c + d,, sendo d,b,c e d <R.
O quociente de o e P 6 dado por:

I o * 
?i, rlrt,tpti.r, o( dois rermos da rrac(ao pelo conju8ado do denominador.It c +.lt

a I bi,o tbi\(c di\ (a(+bd\+(b.-ad\i
c*ai '(+at)\c-ait- c' t,l
Isto 6:

Exernplo
1. Dados os nimeros (t= 1+ 2i e 0 = 3 + 5i,

c, _1 + 2i _(L + 2i)(3 - 5i\
E 3 + si (3 + si)(3 si)

3+10+6i-5i 13+i 13 1
- 34 -t4'14'

vamot electuar a operalao;.

9+25

Potenciagio

No conjunto dos flimeros complexos, mantem-se a deflnieao de potoncia de expoente natural,

com as rcspectivas prop edades.

Em particular, tem-se:

. i1=t.?=(_1).( 1)=1

Seja /, um nrimerc natuml qualquer e designemos por q e r respectivamente, o quociente e o
rcsto da divisao de/, por 4. Teremos, entao: n= 4q + r, com 0 < r < 4, e t'=i4s" =ih. ?

=(i4Y.y
Como ia = 1, concluise que i' = i'.

Enl conclusAo: a potancia de i de expoente natural 6 sempre igual e potancia de i que tem

por expoente o resto da divisao de /, por 4:

Exemplos
1.1 irs = i1.3r3 = i3 = _i



ff,l Forma trigonom6trica dos nf meros complexos
A medida, em radianos, da amplitude do angulo positivo o formado por z chama-se aigu-

mento do complexo z.

Em paticular, tem-se:

z=d+bi P

lzl = loPl

sena= r-r=lzl sen0
tz

coso=lL*a=rzi cosozl'
t8o=

Comoz=c+lri,efltao

z=lzl cos 0 + lzl isen(l e

L

Esta € a forma trigonom6trica dos nimercs complexos.

E frequente representar se lz] porpezporp(cos(t+iseno),pei"ouaindapcisc.Afoma
trigonom€tdca dos nimelos complexos escreve-se, entao, assim:

Observag6es
O complexo 0 + 0i tem m6dulo nulo e o argumento indeteminado;
os mimeros reais positivos tem por argumento 0 e os negativos r;
os nimeros imaginiirios puros tom por arglr-"r,o ] ou f, ," o .oeiciente da parte imagi
n6ria fot positivo ou negativo, respectivamente.

Exerlrplos
1. vamos escrever na forma trigonom€trica z = ,/6 - AL

Vamos, primeiro, encontrar o m6dulo:

v =,lQe'f .1 .'r* =nq
Em, seguida, calculamos o argumento:

otGtEcos"= p1=7d= 2

h -/, I

lzl v8 2

-lhLOSO d = ,comi€Z

mta",,=.n\f 14=*.i.*



2. Escreve na foima arsclric^ , = z .i. (f 
).

z = z cis | = z. cos ! t *" ! = zl! -$,) = a a,

lffi Forma trigonom6trica do produto

Sejam 21e z, dois imeros complexos nao ulos, tais que:

.4=p,(cos(,+isen(})

. zr=pr(cosp+isenF)

Entao:

21. z, = [p,(cos .t + i sen cr)]. [p,(cos 0 + i sen B)]

cos(o + P) sen(s + P)

21. 22 = pr p2[(cos ([ cos B - sen ([ sen 0) + i(sen c cos p + cos o sen p)]

zr .2, = plpzlcos (d + P) + i sen ((, + F)l

Exemplos
1,. Sabetdo qte z,= 2 clsle z"

,,'r,=z-sr"\7!)

,, ,r=U,"1+)

/ 51 5n\
zr '2,=6\cos?+tsen 4/

= 3 cis iln , vamos calcular z, . zr.

E na forma algdbrica:

,,,,= u\+.+ I = 3'/z + 3\oi

2. sendo z, = 3 cos (j),,.= lZ ,"r[=.",!, Yamos calcular:

z.t z- z-= t"2 cisl-! +!\

z, z"=S./Zc:,s\-[)

,,.," = ta l*, l- [) t'"" 
Z) 
:a l+ - i)

^'/b 3'/2.
zt. z.= 1r- 2 t



2.2

2.3

,. +rz ,"\+-Z)=,2.u"
z,-2,= t/2 lcos r + i sen r) = -V2

2,.2.. z,=t{z ci5l l. }- })=:vz.t }
,,,",. = za l,*2{ * i *"2})

'\2 2

3A 3\G.-22

ffpl Forma trigonom6trica do quociente

Sejam zr = pl cis 1 e zz = p,cis 0 dois ntmeros complexos na forma trigonom6trica. LntSo:

1= !.S99 = !.i. r. - srz, o.cis B p,

O quociente de nrimeros complexos 6 um nrimelo complexo tal quc:

. o m6dulo 6 o quociente dos n6dulos;

. o argumento 6 a diferenCa dos argumentos-

f[ O inverso de um nimero complexo
O inverso de um niimero cornplexo z, nao nulo, 6 o complexo:

I l.isO_= =lcrs(U ,r)=:c6(c)z pcl\o P

11
zp

PotenciaCao

A potencialao de urn nfmero complexo z € o comp]exo:

z,=pcis( cr)

A f6rmula chama-se a f6rmula de Moivre.

RadiciaEao

A radiciaeao de um nrimero complexo z, com z > 0, 6 o complexo:

i,z =,i/F . cis ., r € N



I. Representa na forma trigonom6trica os seguintes nUmeros complexos:

l.l z=2
1.2 z = -3i
t.3 z=_,/1 +i
1.4 z=2 al 12i

Resolu!eoi
l.l Neste caso lzl = 2, ou seia p = 2 e (r = 0 porque o afixo situa-se no eixo real positivo.

z=2(cos0+isen0) ou z:2 cis 0.

I.2 Neste caso, lzl = 3 e como o afixo se situa sobre o semi-eixo imaginiirio negativo, tem-se
3tr

que C[ = f-, por exemplo.

A forma trigonom6trica 6

/ lr trlz=3lcos-+isen-l\ 1 2l

z=3cist.

Nesre caso lzt = y'(- y'3) + I = 2. Comors,, =9. *.:ot8o= rl =-f
lsto leva a crer que a imagem geom6trica de z pertence ao 2' quadrante.

n !3 d \r
18a = 3.lotorgo = r-a=?. Logo,

I 5n 5rl 5r
z = 2 Lcos- + r sen 

-l 
ou z = 2.is-.\ 6 6t 5

Outro procedimento que se pode usar:

Como tz I = 2. podemos escrever z = -V3 . =r( f -,
Ja sabemos que:

J coso=a

I senq=b

\5I coso:-.:
- ) ,tlrL senG=t

o inico angulo que verifica estas duas condig5es 6 ,r = ), pelo que

5rr 51 6 '

z=2(cos -+isen . ).
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1.4 Neste caso lzl = 4. Como tg or =

No l: quadrante

I55rl
Logo,z=4lcost+isen 3l

5n
"". ,.," 3'

Outro procedimento que se pode usar:

Como lzl = 4, podemos escrever
/r "rD I ir Vflz=4\, 4 tl4z=4\l-l'l

9r
2.1 zl =3cis{6J 2.2 z =3cis 4 2.3

Resolugao:
L-i, J-[ I

2.1 z, =3cos{, 
J 

= :[cos ( 6 ] 
+ , sen ( 6 Jl

-ha rlz, = r\, ,tl
Vij

1 -1 1',

I 91 9rr t,/1 ./1 \

2.2 z,=3lcos 4 +rsen 
4 J=31 2 + 2 if

3,/, 3\ry+-i-1 71
. t 7n 7nt -t t/7 '/2 \

2.3 z = {zlcos a 
+'sen?J='t2\- 2 - 2 il

' r'l /l !/3 I2.4 z"=,y'}lcos l-,I + r sen (-, Jl = V3 
\u - z,/

2. Representa na forma alS6brica os complexos seguintes:

21/3
= --r= = -V3 x e lV quadrante'

No 4." quadrante

tr5lr

lE

lsto 6:

,V3I COSri= 
-ll5r

) 
-.t=lt''3

lseno=,
I 51 5r\z=4lcost+isen 3 j.

,4,,=vr..(+)

_ _,/1 !
'4))'
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z,

3. Representa na forma triSonomdcrica o comPlexo r' sabendo que z

ResolugSo:

, 2 cis;
Z- --- s1t' 5cis,-

2 ln' srr\
= s'o lr-7J

2 / 3tt \=8"'l-6/
2 tr\

=!.i. l-J

4. Calcula:

2cis5
4.1 -;4cist

.. -2crE
cis ,

-cis;
4 3 zcis (o)

Resolugao:
n

2cis=
4t 

-fr4 cis 
3

I frr 2rr\
=,'o \i-T/

| /-"r\=r'o \Ti
,. 2 lEa

cis t
=,2 cis lr 

_rJ
n

=-2cis,

=2cis5ez?
5r

=5cis-.



NJheros co])plexgs

"- 2 cis (0)

I /1r
= -.is l- 0l2 \6 I

l1T

I 2vi
5. Calcula x e y Lais qlre (2I - 3'XI +2 = l_'
Resolugao: a 2virlr +i)
2x + 5 + l4x - lI =: - ' r'-11

t+tl+rv+/l )u\i
2x+6+l4x-3\t=L

2

4x+ 12+ (8x-6\i= | +2y+ (l - 2y)i

4x+12=l-2y
8x-6= | -2y

9*=,
29y=,

6. Escreve na forma o + 6i a expressao z =

Resolucao:

0+i){ i) (t i)i i i, t+i- I (-r) (r +,)(r -,) t 2

2(l l+ I +i 2 2i+ l+i 3 i
'22

[+r*zy=-11
I ax+2Y=7

l+i i
i l+i

3 I.
')7'

219



2.

L Determina x real de tal modo que:

/r1
I l lz ' 3xi 2r se,a Lrm numero imaSinario PUro:

1.2 - (5x 3)i seja um nimero real:

1.3 \4, - l\ + (2r - l8)r seta un nume/o imaSinario puro.

Efectua as operat6es indicadas:

2.1 (-3 + 2i) +(2-40+(l +D

2.7 (7 3i) (3 i) + (l + 2i)

2.3 (t + 2') (2 + 3')

2.4 (3+2i) (l s,)

2.s (6 + 3i) (r r/34

2.6 (r - 3i) (r - 3'
2.7 \\ry -i\ry)'
2.8 (i+iv5) (r i15)
2.9 (r +') (r -i)

3+i i 32lo r 2't- | +Tt

3. Calcula o m6dulo dos seguintes nimeros:
3.t 3 4'

3.2 -l+i
3.3 4;

3.4 5

3.5 5+2i
3.6 \G i\tr

4. Resolve as segu,ntes equae5es, em C:

4.r (x + 2i) (x 2,) = 0

4.2 xz+4=0
4.3 x'1+9=0
4-4 x1 +2x+4=0
4.5 x'7- lox + 40 = 0

4.6 4x1 4x+5=0

5. Consrdera os nrmer os complexos z =-2+Lezl= | +;
5.1 Represenra 7 e z na forma geomerrica.

5.2 Es(reve z e z na forma rrigonome(rica.

6. Divide o nLimero l0 em duas partes, de modo que o seu produto seja 40.
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TSendoz =5 4i e 21= 2 + 7i,.alcula.
7.1 zt.zl

7.2 I

7.3 1+ 1
2.,

8. Dada /: ^ -. -. definida por f(,\ = . _. c,lrula f(2 - i.
3 -17

9. Mostra oue 
4 

+ 4 r e uma solucio da equr(io 2 z) lz -

10. Dada em C a equageo, z3 - (l - i)21 + z - I + i = 0:

l0.l lvlost,a que -r e rarz da equrcio.
10.2 Determina naforma aig6brica, as outras raizes.

. Escreve na forma alg6brica:

14 \ll.l z=2c,s1rn]

ll.2 z=2cist7)

ll.3 z=2cis(tl

lr.4 z=lcis(r]

Representa na forma trigonom6trica:
l2.l z = 5i

12.2 z=a/3+3i
12.3 z=8
D1 z=-\/1+,/1i

Dados os nrmeros complexos z, = -l + il1 e zz= 2:

l3.l Escreve, na forma alg6brica, z, + zr;
z,

13.2 Escreve, na forma algebri.a zr.

Dado o ntmero compler., =.i.1;),
I4.l Representa-o na forma alg6bricai

14.2 Calcula o m6dulo e o argumento de (z + l);
14.3 Representa na forma trigonometrica (z + l)5.

t2.

t3.

t4.
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15. Representa no plano de ArSand os n[meros complexos:

l5.l z=2+2i

15.3 z=l-2,
15.4 z=5 4i

16.Sendoz, =3-Si,zz= | + 2i e zr = i efectua as operag6es indicadas e escreve o resultado na

forma o + bi:

16.l z, + z,
16.2 z,+ z, z,

I
t6.3

$.4 a
zz

165 r+ z

2.,
17. Seia. flzl = 

- 
. determina f r/2 + i).

l+i
18. Reduz z para forma o + bi: z = i+t | +i

3,n
19. l4osrra que 

4 
+ J i 6 solucio da equaqao 22' + -52 + 2 = 0.

20. Calcula na forma alg6brica:

20.1 (3 - 4i) + (1+ 7i)

20.2 (2 + 4D + (-l) + 3i

20.3 (2 3D (4+4+(-s-i)
20.4 (t -i)-(2+ i\
20.s (r + 2i) . (2 - 3D

21. Calcula na forma alsebrica:

2r.r (3r,
2t.2 (zi)t + (3i)t + 2i

2r.3 (3 + 4D'
2+3i214 | +i

21.5 , +1 
;

lt - 3,1,
21.6 :- --

it,llr,ti.,, !,r,r.,.,,,.,,,..,,r,i,!,rxiirlillllili'1lr



22. Resolve, em C, as equag6es:

22.t i(z t\ t = 0

22.2 z1+l=0
223 3+ 4j=z z+zzi
22.4 21+3zi 2=0
22.5 21+ 5zi 4=0
22.6 21-z+ I =0
22.7 221+22+ I =0

23. Sabendo que se n = 4p + r. calcula:

23.1 i7

23.2',t
23.3 i)1

23.4',f1
23.5 

'^23.6 i*

24. Calcula:

74.t 
-
i+ I

24s t/

25.t -4i
25.4 \E + 2i

75.2 6 + 8i

zs.s \/, + ./1 i

24.7 

-+=
244 )ir =r+r':+rr+l

245 trr

25.3 -3 + 4i

25. Calcula o m6dulo dos seguintes nImeros complexos:

26. Resolve, em ,l-, as equaE6es:

26.t 2+i=(3_4i)z
26.2 (t lz+3+4i=5-2i
26.3 (l-i)T'z=3 2i

764 ,2 = l0z -74

2Z Considera o polin6mlo P(z) = za 16.

27.1 Factoriza-o num produto de quatro factores.

222 Resolve a equaqao za 16 = 0.
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Unidade I

t_4 F

2.t -8
4.t I

5_t 4

t.2 v
t.5 F

1.2 9-5
4.2 I
5.2 50

t.3 v

2.1 r0 82.49 5

4_3 4 4.4 5

5.3 Il4 5A 1,7a75

6t



8.

7_4

D: l €R,CD /€10.+-[

9.1 x € lR: {+t, o, }t}
9.2 x< lou0<x<l
10. Para-5<x< 3v-t <x< tfdecresce

Para 3 <x< tV t<x<3,fcresce
f>0Vx€lR
f=0sex=-3vx=l

lfr {-4, t4} |.1

lr.3 { 4,0} tt.4

13 tl
12. r tt, -nJ 12.)

I 7 rlr,3 t-t.;l t)4

ll.l {2} 13.7 x. s t3.3
13.4 { I, l} l3.s x€ o l].6

l4 I l<x<5 t4) -2.,.2. 4 -4
14r ( --;, r>o t44 ,€R
l4.s x< lv2<x<3vx<6
t4.6 -t a.x<-2\,12<xa3
14.7 xe E

l5.l x<-2V-l <x<t\tx>2
-tttt t!*S ,,rtr: r

15.3 -5 <x< 3v3<x<5
l5-4 xe a

16-l x<-2',Jx>1
16.2 2ax<2
16.3 0:.x< I

l7.l x<-2y x>2
172 x€ R

l8.l t2 tg.z a
I8.3 -1, 3. rV7 t8.4 0, IOO

t8.5 I I8.6

Unidade 2

l.l :- 1.2 2a ll
379 4t9, tp t_6 l,

I2-l -, 2) n I 23

2a ! ) ,n+2 -- n'+n+r
3.1 n=9 3.2 "= 3.1
3.5 n=2 3.6 s
4.1 n=2 4.7 n=8 4_3

5. (2, 31

6. n= l0

7 c.ci ci=30
8.1 Cio = a5 a.z

9.1 Clo = t20 9.2

t0. t20

il. 45

"l

roso5 r.4 #

n=20

{-6,2l
11 rl
t2 6l

I s 7l
l-t 4J

I 5l
lq al

xaq
\ -41

clo = tzo

c; ci=50



t2.t

t2.3

t3. t

13.5

14.

t5.

16.

t7.

t8.t

t9. t

20. t

7t.t

22.t

23.r

24.1

25.1

a52

7_l

3t

4.

n+ I

n+4
n1+n+l

n =9 13.2

n=6 13.6

60

t3

375 375

t680

ta2

t2.4

n = ll 13.3

n2+5n+7
,4

(., + D!

lt t60

126

29 016

70

r20 18.1 t2

96 t9_2 140

24 20.2 96

27 405 2t.2 8550 2r.3

300 22.2 t55 213

| 760 23.2 20 616 21.3

2r0 24.2 t40 U.3

xi + 6l + tsx, +20f + 6.4 + 16

,4; s*'/i + tox\41 -toxy,fr + sy'./i y1\0

26' n*
a

a7.t 1 27.2

28.1 Tr =:r': 28.2

,9 P=:=045
C]

30. P(A) = 0
53l a

32. N=ci.Pr=72

33.t 0.000004 33.2

64

0,3

I

I

I

t.

t,

t.

3

,

Unidade 3

l.l f6 injectiva.
1.2 f6 sobr€i€ctiva mas nao inie€tiva.

1.3 f6 injectiva.
1.4 fneo 6 injectiva.

s 3.2

/l 25\vl;'-e/

3.3 0
3

3.4 -i

l5

I5

l5



6.1

7_

8.

9.1

t0.t
t0.2
r0.3

lll

20.3

7t.
2t.2

rb t;,ao '6.7 ,' *a ": , rad 6.4 tr,ad

t7.t 90. )7.2 t1o" 17.3 67. 30' 17.4 t'o'
rc. '=!*znou

5rx=a+2k" k'z

re. 3 e; B.z

2a t !:!z
13 - \/,

) t9.3 J+cosx

2A.2 y=4

r(,.l)= : *, 1uey,= 9 6-) y"= -4

25m 9.2 l0m

fnio rem zeros 2A.4

y e I-3; Jl

zz.,=\+llL.r2 12'-
23.1 Dr: x a iR\{2}
23.3 x=2ey=0
24.1 x. n\{2}
24-3 y=0
24.5

23_1

13.4

24_)

74.4

I
(o) = ,
(2.s)

l1.l r=70" 12.2 T!22.12.3 T!20"

13. 50 000 mosquttos

i4.t I t4) -4 '.' ] A4

14.5 J 14.6 4 l4.t 4 )4.8

i4.9 { t,2} t4.t0 {t, 5} t4.l { 2,3} t4
14.13 3 t4.14 I t4.t5 I

rs.r ; rs.2 3 is.3 lo,5 r54

ss i rs6 ; rsz {}:J rse

15.9 6 15.10 {0,0ti0,00t}
llI

s.I 
1r: 

aJ rs r2 
1127J

4
j
3

123

4

t3

)4_6

25.t

25_)

25.3

D/x€R\{ l}i x= li
C(-1,2); x=01

- I 3t lD:r. !\ rl: \=ri
/l llal t.-\2 2/'

D;.x.lR\{3}i x=3;
IL(j.a): \= -;

f(o) = o
I

J

I

flo) =-

i



3

4
I

E

26.1

27_l

foC=sen'zx 26.L

3r krx= B+ 7,k€227.2
r Sa 7n l7r
1' t7' tr n 282

c$)=2
(,) = s,- t

fog 6 par

D :,>l:D :,>4

+ 39.1 -| 39.1 13

v =-x+ 4

y = = log,(x- 3)
x2

Y -- x4

n5a{

33.

34.

36.

37.

38.

39.1

40. t

40.2

40.3

40.4

4t.t

28.t

29_l

29.2

30.1 a)CD:y€[ l;3]
b) CD: y € [-2; 0]

c) CD: y € [-l; l]
30.2 a)

lr s I I
x € I ; + 2ktr. rl + 2kr, rn + zknlt t. z

senlx+ cos'1x-2senxcosx= I

l-sen(2x)=l
sen (2x) = 0
sen (2x) = sen 0 v sen (2x) = sen ir
2x=O+1kt v 7x=n+akr

v r=I*rn;tez

Je.4 4\/, s

r5
29.3 x = zkn + ry x = zkn _ 

ati k e Z

65r
19.4 x = 2k1t + i.\/ x= 2kn + 

6 ; k € Z

4t.1

41.3 fnao € injectiva, por isso nao admite funqro

3t.r

32.1

0 3t.2 -t 3t.3 -t
aO, - | 121 7Ox-5

3t.4 -4
l2 I 25, l0

l0
I0.



42. lmpar 41.) Par

42.3 Neo 6 par e nao 6 impar

41-4 Par

Unidade 4
r. r. 3, 9, ..., 2p - r

3 4 7 b+2
'''+sa-p*3
l.l 2,3, t2.... | + 2(l )

2. 0,9 6 termo da sucessao: n = 7 E N.

1,25 nao 6 termo da sucesseo: n = -7 f N.

3l U,=-6 mon6tona crescente

r., c" = l;l e monolona decrescente

33 U"=6+( l)'naoemonotona
n+l

l4 4 =-e monoLonade..es.ente

I

3.5 A = 6 - - e mon6tona crescente

2n+336 U = 

- 

e monorona decr escenle

I

A"= l+ converCe para I

8,=5 r nao converCe
r-t)' I

A" = i- nao coiverge

Nao converge
5Ut= ltUz=,;Ut= |

Neo 6 mon6rona porque Ut<- U,e U) > Ul

8, t6,24, 32, ...,8n, ...

2, 2,2, -2. ...,2 (-t)" ....
2.1, 2,2,...,2 (-t)',...

4. 6, L l0, 12, ...,2n + 2,...

ll3 A.=l"r
ttIrs A =lro]

il
ll I eunaPAoeraziod= lA ,-,4 -l

t4

t5. t

15.3

t6.

17.

8.

9.t

9.3

20.t

20.3

2t_

11.

13.

71.

25.

26.t

)7.
17.1

71.3

)74

8., 8. = 2n, logo, 8, neo 6.

-21O;2;4: 6 5.2 2i -5i -8i -lli 14

zr ]; r; -f o 5 4 1'. -1t -2', 2t 2

E uma proSressao aritmedca.

U.=-3-2n
500 

= 
U,

SiD = 2 400
S =7OZ

t2t A =2n+2auA =2n
)) A=1n+ I 12.3 A =3n

/trl)4 A =5" 125 A =l:l

19.2 U = 5n-25
19.4 U =3n-7

20.2 S,o = 120

10.4 5,,"= 42,7

4_t

4.2

4.3

44

5.t

5.2

6.

6.2

6.3

6_4

7.1

8.1

8.3

8.5

9.1

9.3

Z3 F

1,2,8,... 8.2 30r30r10;...
It

l, -1,-3,... 8.a l,-,1,...
214
3 4' 5',-'

3456:'1'1' +'i'- e.2 n t

I,02 nao e termo da sucesslo dada.

l,0l 6 termo da sucessao dada.

824 ln l)rl0l 0,1, i, n r

:0.2. 9,9 6 o decimo termo da sucesseo (n = l0).

0.1 6 n:o 6 termo da sucessao.

A sucessao tem 86 termos (n = 86)

S.=87

Fxkiem 1300 nnmeros.

S,= {2

So=45

x=80 262 x=15

-3: -6:-12; )4t 14; 48

5i loi-20;40; 80

li li 1i-li I

l_
lrt3:3\/1:6, 

t 12

28.1 A" = 5 "e proCressao de razso r = 9.

ir\"'r I

28.2 A. = lrJ e pros, e$;o de , az.o r = ,
28 3 A, = (-l)r'rr 6 progressao de razeo r = l.

29.1 A,=32' 19.1 A.=6411 '
19.3 A.=2.3' 19.4 A"= 7.4' L ou A, = -2 (-a)'

30.1 Uro= 2'3' 302 Uo=5'(-2f

31. 54 colegas 3.2 l!Tminutos

Y 7,1 F

v 75V

229



Unidade 5

l.l +oo 1.2

tA 2 t.5

2.1 +oo 2.2
ola4- 25

t.3 72

t.6 I

I23 
4

I3.3 4 34 -a
3 l_

3.7 , 3.8 ,

4.3

3-9

4_l

45

I

6_4 -,

t5_t

t8.t

18.5

t9. t

t9.5

20.1

20_2

20.3

10_4

20.5

20.6

2t.l

22_

23_

24.

25.t

I

,t-
I

t 8.3 0

\/,
, s.7 0

4to) L=-

0
2

0

3xl

I

a
t2

5

,
I

1

3

1
5

1
It

3.1

3.5

4

l
2

I

0

-6
0

I

I

,
0

I
t
0

I

4 3.2
I

1.5

3.t0

42

4.6 4_7

tl4e -i 4.10 11 4.tt

l24.t2, 4.13 -
5.1 x>3
5.2 0<x<3vx>4ex+l
5.3 x<-3vx>3
5.4 x>-T
s.s x*2n+4nn

5.t I 6.1

Is.2 x € lR\{1,2}

t6.t 0 t6.2
I

t6.5 a 16.6

t6.9 -10 t6.10

tzt 3 t7.2

l7.S 2 cos o 17.6

I5.l x= lVx=2
t6.3 I t6A 3

16.7 3o'z 16.8 +oo

-tt,
2

4.8 r

8.4 +c<r

t7.3 12

t7.7 2

t8.3 3

2ata7 :
t9.3 18

I

17.8 rqo

I

t8.a 
3

19.4 2

3e 5.3 t
0

Iq t8.7

I
t8 6

t9.2

2 19.6

nao6continuaemx=i7

nao 6 continua em x = I

nao6continuaemx=2

k=-t 21.1 k=5 2t.3 kr=-t vk,=3

Como f6 uma funfeo racional, f6 continua em

todo o dominio, ou seja em RY+21.

f6 continua parax € R\{2,3};2 e 3 sao pontos de

A fun9eo 6 continua em todos os pontos: x € R-

7.1

7.5

230

8.t

85

10. k=-6ouk= |

ll. fnao 6 continua no ponto x = I

-tl2.l !\/1 12.2 1
13. k=-3ouk=2

l4.l x € lR45)

la.2 lim_ fl4 = liq'- Fk) = 2

r4.3 rim (, I ]9. f(x) e fls) = ,rg, 
(4

2

2t

I

)

6.5

7.2

7.6

8.2

8.6

9t

25.2 f6 €ontinua em todos os pontos do intervalo
0 < x < 12 excepto no ponto 4 e 10, onde
aPresenta saltos.



26.1 lim fG) = +.o, f6 des.ontinua em x = l.
lim s(x) = +i,., s € descontinua €m x = l.

26.2f+g f + d(r)

17.

28.

29.

30.

(x) = lo(2x+ l)4

I

5,'?- 5
f(x) = (x, rI

-t5r2r + tvn,r= 1, ;y

f(x) = 3(x r),

,,.,_ -2, (,*rf
Y'=7x+5

/" = l5o

75 y'= 6 .o, 12, t,

7t y= ,L

79 Y'= S.or,- r r"n,

4.1 Nao existe derivada emx = a ex = 6 por serem
pontos ansulosos. r(.) = 0 porque aifunfao 6

4.2 Nos pontos p e g a deriyada 6 nula por serem de
srnars conuirios as der vadas larerars (p e g siio

f(4 = t2xJ tox
2x-

lA\=4,'' 3+\/2
1

s.s f(x) =7 s.6

Is7 fk) = 2\, 5.8

2x+6
s.e f(x) = I s.lo

s.ll f(x) =6(2x- lf s 12

s .13 f(x) = si 4x1 + 3x1 - 2

6.1 y"=6 6.1

6-3 y" = 6x-4 6.4

-.,,.,1o) y - rx--j
20

6.7 y"=(x t
l0x

6.9 y"= 
1,,_ ty

I

6_6

6.a y" = 12rt 2,

6.10 y"= 180(3x + l)l

6_11

7.1

7.3

7_4

7.2 y = -1sen (zxl
y = 6 sen (3x) cos (3\)

I

0tb=2

5

7

4

5.t

5u

5.2

5.4

Para x = 0, f6 continua i! direita de x = 0
Parax = I. fneo 6 continua.
Para x = 2, f6 continua e esquerda de 2-

Para x = 4, f6 continua.

Unidade 6
2ll-t

2-l 4 e4

I:]t.2 8 t3 1 1.4 G
1-2 -7e2 13 )e7 74 -teo

y'= 3 cos (3x)

Y - 
-r13,)

7.6 y = cosl;+2\l

)7l0v'=



8.1 y'= 5" 1n t 8.2

A.3 y'=3 1n2 2\ 8.4

8.5 y'=(2x+8l'€"'u't

86 y=L A.7

I
8.8 y'=x t 8.9

3x1
8.lo r'= ,,,- ,, . 

", 
8.ll

3x'1
8.12 y'= 

(x,+ t). tn 3

Y'=3 ln2' 2\+ t

/=+
3

/=A,-s).t"3

9.1 y'=3x-4 9.2 y'= x+ II
9.3 y'=1 9.4 y'= 4x ,
9.5 y'=-4x 9.6 y'= x
9.7 y'=ax+ l-1t 9.A y',=9,

10. ,'=-3,- |

43

1512 (c),
13. (A) r(o) . r'(o) < 0 porque f(o) < 0 e f'(o) > 0

l14. (B) -E
ls. (C) 2 porque a recta 6 decres€ente.

16. (B)

t0 It7 I = T h = i h + 
J h = 3 h 20 m.

l8.t

ta.2
tal

, ,^, (t + x)2

x. |. x .lfdecresce:-l x/lFcrescer
lt

min (-l: 
-2)i 

mix (li t)
l9.l y'= 3 -4x
19.3 y'=}x'z-4x+ |

t9.7 y' = 
lt _ x?F

-6,.. , Qx s)I

l9.ll y = 

-

19.2 v'= 41 7x
19.4 Y'= I
19.6 y'= !25P Sx

t0
19.8 f'=-

19.10 y'= 
(ox+ bfl

7
19.12 y' = l4x 1

lgllv'=-4' 2i19x1 3x + 1)1

19.1a , = -=4:!-
v(d + f)i

t7
19.15y=er(+5):

x- l0te.t6y'=NG=

t, t ,'= -!-' !lo+ x)'

zol v'=L
20.2 y'=

21. f(|, l) = -l
I

72.t f(0) = -,
22.2 r() = -3

-t123 f(rz)= | +iz
23.1 parax<2fcresce

para x > 2 fdecresce
mix (2,2)

23.2 para x <. -l vx>3fcresce
para-l <x<3fdecr€sce
min (3, 17)

max ( I, ls)

23.3 parax< 2 Fcr€sce
parax> 2 fd€cresce
Neo tem m{x nem min.

23.4 parax<-3vVx> 3 fcresce
para-3 <x< 3 fdecresce
mln (3. l47is); m6x (-l; 177i5)

I
23.s parax< lfaecresce

I

n = (+)' 'l/2\,.? 7
v'= ItJ In,

24.1

74_2

14_3

24.4

24.5

24_6

25.

para x >-t f€res€e

./lrl" 1-r'"'l
AV:x=0:AH:y=-4
AV:x=3;AH:y=2
AV:x=naotem;AH:y=0

AV x = nio t€m; AH: y = nao tem
AV:x=0;AH:y=neotem



26.1

min (0. l); max (2,4)

26.7 aeros: x = 1tx= 1;x= rx =

min (0, -l)i mex (2, a)

t4
?erosjx=_3;x=l

3
max (1, s); (0) =,

assimptotas horizontais:

xs .r"(w,f),,",,f* #)

zeros:x-3rx= lix= |

mex (-2,4); min (0. l)

78.2

assimptota obliqua:/ = x + I

assimprota vertical:x = I

29_

f

x
+



30
,L ,/al3.l Sex<-?-v,> 

a
,/6 

^/6Se a <x< 
a

l^ta
Pontos de inflexeo: \ 4

f6 c6ncavo para cima.

f€ €6ncaYo para baixo.

4sl^J.,6 4sl
'641'\4', 641

3l.l x=0 31.2 y=0 31.3 x++t
31.4 AVx=-l ex= liAH:y=0
3l.s f< 0, f6 sempre decrescente; fnao tem

33.4

34.5

3S.5

8t
31.5 ,,€[ 6a, 

+col

34.1 Zero: x = 0. ordenada na orirem: (0) = 0

14.2 D;x € lR
14.3 fnao tem assimptotas verticais. / = 0 6 uma

assimptota horizontal.

34-4 x<-l Vx>lfcresce.-l <x< lfdecr€sce.
/ ?\ / 3l

min ll. -rJ. mrr I r, r/.

32.1 zeros:y= 0 sex=-2 vx= I

I

ordenada na orisem: (0) = j
32.2 AVx= 3;AH:y = |

32.3 flx) < 0. Loso, Fdecresce.

31.4

33
33.1 Di x €R; zeros: ,, 0 e ,; ordenada na oriFm:

flo)=o
l3"e 8rl

33.2 min\ a ,-Ai:
3,11 3,/1

fdecresce se )( o 0 ,--+.
Irvz Vz 8rlm'nl- 4 iT.-a/l

3,,4 3\5.
fcrescese, -; r 0.I .:
max (0,0)

3s.l D;x € R\e2).zeros:y=0sex= rl.
I

Ordenada na orisem: flo) = -a
35.2 AH:Y = -l AV:x=-2er=2.
35.3 Parax < 0 f decres€e. Parax > 0fcresce.

/ r1
o ponio 

10. -aJ e minimo relativo.

15.4 Para r -2 . x 2 f6 c6ncavo para baixo. Para

)<x<2f 6 c6n avo para cima- fnro tem
pontos de inflexao.



15.6 f6 par porque o grrfco 6 sim6trico em rela9io

ao eixo das ordenadas.
Ils7 vFl \- llUt :.+o.l

15. (D)

37. D

38. 55 360 }1t

39. l0 € l0

40. 5e5
ll

' 4'2
42.1 h=5m 42.2 t=ls
41. 2e8

44. 4eg

Vtr46 r=h= l0

a8. c= l= \/k
49 l= lzdm= l20m:c= lSdm = 180 m

50. a=5!42;b=51,2

[Jnidade 7

,l

_7

t:l

1.3

3.r

2.2 flx)=T+c

).4 f(x) = x1+ c

'-'2 -4Vx+t\rvr+(

i+r-:a\/x+c
t.t s7t3 zx't'- tv + c

r.5 j+lr'7+9\+c

t.6 z+ zr]+c
r 3:\Q

t.7 j+ 7 +c

5l8 jln 3t 7l+c

7 ,,\1le R D crsvA+c
tlt_0JTtnl'+\/r 4l+c

7l

3.2

3.4

3.5

3.6

3.8

l9

5
fl,) = -,+ 2{',+ 3* + c

n'r =a-1 ".'
f(x) = tn lx) + c

(x)=tsx+c
fG)=.otsx+c

l,) = r,, sl

t0, r

fl4= , lnto

Ial tcos2x+(
I

a.2 j(ln xlr + c

I4l stg5r+c
I

aa jln 3{+ lJ+(
I

a.s -a ln lcos at +.

4.6 s€n(x+e)+c

4.8 Vx'2 s+c
1_

4.9 3vxr+10+c

4. 3 +c

I

a.t2 ztnlt'+a +c

3 x+ Ist 1a..rz Z +c

,l tls2 2ln-l+(
2 6xls.r 

v,l I c!8 rf + c

s 15 2x7
s.a 1tt, a'1-7' + I | + tT arcts vT + c

l
s.s ,ln I 4), + 5 | + 4 arcts , - 2 + c



x-\s.6 2 lnlxz+3x+41+(

5.7 x + 3tn lx'z- 6x + tol+ c
,/, 4x 3

5.8 tr 2 arcsen s +c

5.9 3\/P4rt5+c

5

,/,

,/15
3

-2ii2i

-l - il6; -l + ir6
s+hfits-iy'rs
tt

6.t

6_2

6.1

6.4

6.5

6_6

6_7

3.t

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

4.1

4.3

4.4

4.5

4.6

5.t

I

S cos 5x + 
25 

sen 5x +.

(x+ r)senx+cosx+c

,tn 3x 
a 

x1+ .

!(sen2r+4cos2x)+c
a_l 2\
,xr'l |n x-rJ + c

3
l-1 ,=- 1.3 x= 3

2_a o
2.4 7 + l7i
7.6 -8-6i
2.8 4

a
2.10 

s

_ /l I _ /r \
z = 2V2 cis 

14 
tr/, z, = V2 cis lrn]

x = 5 +,Vls oux=5-,1flt

=34+27i
_-t8-41 .

5l

5
-1i
3 \/7

naizess={-',r, l-4
tv5
a7

,/, ,/1
,*ri
2i
3!5
7'2
5.is l-l

\ 2t

sV3cisl^l

i3 l2.isl-rJ

9.

to.2

5.7

6.

7_l

7.2

7.3

8

.t

|.2

.3

|.4

t2.t

t2_2

12.3

114

21.5

2t.6

2A

20
20
20
20.

2t.
21..

2t.:

2t.z

Unidade 8
I

2.1 3i

2.3 4+7i
2.5 7+i
2.7 -4i
2.9 2

ta1
6.8 l'zsen 3x+rxcos 3x rsen 3x+c

I
6.e rarcsen,+rvr -,,
6.10(-x-l)d+c

6.ll (-x + I) e-+ c
t7)

5.12 J.*e'-Exe* + 
st e, + c

6.13 (t'-2x+5) e'-2(x- l) e'+ 2 e'+ c
r313

6A 1*eL - axlel 
+ axe" serl+c

I I ti
6.ls 

2 j, lrn 
r + ri +.

zr r= j 
[r, t,,.:. -rt- I ",*dl]..

7.7 :hV + ax. rl + c

5 i lox+t-y'esl
7.3 -utnl7-x-3f I z,ASl"lr,* t.i8il..

L+a-.li
7.4 t=lxl+Ax I a|nl .;- i- +.



14.1

22.1

22_2

72_3

17_4

27.5

11.6

12.7

23.t

73_2

23.3

23.4

23.5

23.6

14.1

142

24_3

3+iv3
lv5
1 7',
IV'
1*,,
v3 ea

r,e .o ll "]

t24-3i lb2 4 4' 16l 5 5'7|
165 40+li

5-r'
3l
1)'
SLblocu. z pela expressiio aada e rera" a ,denr.-

t+3i
t+i
33'
-t -2i
8+i

-9
-13 + 2i

-117 + 44i
5+'

2

5-i
,

11+ 4i

ti

| + i\5 t-ir,6

24.4 0
74.5 |

74_6 |

25.1 4
25.2 t0
25.3 5

15_4 3

75_5 2

26.1 4+i
2 ll

26.2 25+ 25i
t3i16_3 

2

26.4 5 !]i
27. (z - Lle + 2le - 1l(z + 2)

27.2 {-1,2, )|2i)

ttll
i11 )2

i

i

i
i
tt
,* ,i
ll
)1
t3
s*5i

16.4

l7

r8.

t9

20.t

20.2

l0.l
20.4

10.5

t.
1.2
:t 3

237
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SiMBOLOS DA REPUBLICA DE MOQAMBIQUE

Bandeira

Hino Nocionol

P6trio Amodo

No mem6rio de Africo e do mundo

P6tr;o belo dos que ousorom lutor

Mogombique o teu nome -a liberdode

O sol de Junho poro sempre brilhor6.

Coro

Mogombique nosso lerro glorioso

Pedro o pedro construindo o novo dio

Milh6es de brogos, umo s6 forgo

6 p6[io omodo vomos vencer.

Povo unido do Rovumo oo Mopulo

Colhe os frutos do combote pelo poz

Cresce o sonho ondulodo no Bondeiro

E voi lovrondo no certezo do omonh6.

Flores brotondo no chdo do teu suor

Pelos montes, pelos rios pelo mor

N6s iuromos por ti, 6 Mogombique.

Nenhum tirono nos i16 escrovizor

Embte ma

llillfflllilruilililtil


