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Introducao

E com grande satisfacdo que aqui se apresenta o livro Pré-Universitdario Matemdtica 12 para
a 12 Classe.

Elaborado na sequéncia do projecto desenvolvido para a 11.2 Classe, procuram os autores,
com o presente livro, contribuir para a melhoria do ensino da Matematica no nosso Pais,
cientes, porém, de que o livro nao pode substituir o Professor, mas pode e deve servir de apoio
e complemento as licoes do Professor.

Foi preocupacdo dos autores o esclarecimento minucioso das questdes, bem como a insercao
das matérias no quadro de uma cultura construtiva que possa temperar e atenuar, de algum
modo, a abstraccdo inerente a Matematica.

O livro encontra-se organizado em oito unidades de matérias para a 12.% Classe, de acordo
com as exigéncias do Programa em vigor para a disciplina.

As unidades iniciam-se com a indicacdo dos objectivos especificos, de modo a que o Aluno
tenha um ponto de referéncia e de orientacao para o seu trabalho académico e possa estar
consciente dos resultados que se pretende atingir. _

As unidades terminam com uma relacao de exercicios resolvidos seguida de um conjunto
de exercicios propostos.

Nao se pretende que o Aluno se limite a ler um exercicio resolvido, mas sim que o resolva
com a calma e a reflexdo necessarias para que entenda a sua estrutura e saiba interpretar os
resultados obtidos, de modo a que se torne capaz de resolver, com éxito, outros exercicios.

Deseja-se que o trabalho ao longo do ano lectivo possa ser produtivo e recompensador
e que este livro possa ser, tanto para o Aluno, como para o Professor, um bom companheiro
e um ponto de apoio no ano lectivo que agora se inicia.

Todas as criticas e sugestoes, seja de alunos, seja de professores, serdo bem-vindas, pois este
€ um projecto que s6 podera melhorar e evoluir através dos contributos de todos aqueles que
o utilizam.

Votos de um excelente ano lectivo.

Os autores




!Estrutura do Livro

|
Apresentamos agora as principais caracteristicas deste livro, para que seja mais facil utilizd-lo no

trabalho didrio, quer na escola, quer no estudo feito em casa.

Indicacio da unidade e do tema /
Indicacio dos objectivos da unidade, para //

ajudar a definir os resultados que se deseja
atingir com o trabalho realizado em cada

unidade e a avaliar o sucesso do trabalho
desenvolvido.

: e «——— Textos explicativos, complementados por
exemplos, imagens, desenhos, tabelas.

Conceitos destacados com um fundo de cor,
para ajudar a compreensio da matéria.

No final das unidades, encontra-se um

conjunto de exercicios resolvidos, que
permitem fazer uma revisdo da matéria dada,
seguido de um conjunto de exercicios

— propostos, que se destinam a permitir pér em
prética os conhecimentos adquiridos

Este livro € acompanhado por um pratico separador para revisio, com informagao muito util.
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Unidade 1

Moédulos

No fim desta unidade, deveris ser capaz de:

* definir o que é o médulo de um ndmero real;

¢ resolver equacbes e inequagdes com médulos de forma gréfica e analiticamente;

* construir graficos de fungdes modulares do tipo y =|f(x)|e y = fllx )i

* determinar o dominio, o contradominio, os zeros da fun¢do modular e indicar a monotonia
€ a variacdo do sinal da fungdo médulo.

ERE Definicio do médulo de um nimero real

Sabemos que todo o numero real tem um simétrico. Por exemplo:
e o simétrico de -3 é 3

e osimétricode Q0 é 0

e 0 simétrico de-=é

wn| e
o e

O modulo ou o valor absoluto de um ntmero real a é definido como o valor numérico desse
nuamero, sem ter em conta o seu sinal.

Exemplos
1. |-4]=4e |+4|=4
3 _3 313
2_ —_—| = — — | = —
‘ 5 se‘+s 5

3. 10]=0

O modulo de um numero real também pode ser definido da seguinte forma:

asea =0
e |a|:
—ased <0
ou ainda:
- lal =@

B2 Propriedades do médulo

Os modulos de dois nimeros reais x e y satisfazem as seguintes condicdes:
[x+y|<[x|+]|y| sub-aditividade
|x=y| = ||x]|-|y|| sub-aditividade

|x-y|=]|x|-|y| multiplicacao
| x|

, desde que y % 0 preservacao da divisdo

i‘:
vyl




Médulos

e Se|x|*=a? entdo |x| = Va?
e Seq=»0,entio |y <ae-—a<x<a
e Seax0,entio|x|zaex<—avx>a

Vamos construir um quadro para verificar a primeira propriedade.

il T “J vl
5 |3 s |3
ENENEE 5 3 | 2 5
e 7 7 2 | 9 I
o | 4 4 4 0| 4 4

Comparando as colunas 4 e 7, verifica-se que, de facto, [x + y| < |x| +[y].

Interpretacio geométrica do médulo

0O médulo de um namero real a representa, num eixo real, a distdncia entre o ponto 4 e a
origem do sistema coordenado.

Vamos representar a distancia por d. Assim:
|a|=d(0, a)

-a 0 a

Os nameros que distam a unidades da origem sao —a e +d.

Exemplo
1. |2[=d® 2)

Os nimeros que distam 2 unidades de 0 sdo -2 e +2. Porisso |-2| =2 e [+2]| =

O médulo |x — y| representa a distancia entre os pontos x e y situados no eixo das abcissas.
[sto é:

[x=y|=dxp)

e —————



Unidade_'l

Exemplos
1. |3+5|=4d(3,-5)

8 unidades

/—\ [3+5]=

2. |-2+6|=d(2,-6)

4 unidades f—2+6| =
T = A4 a3 0 a

Para calcular analiticamente o modulo |x - y|, podemos fazer;
o w I wvu R
g hl !?"{?ﬁ i

% it il ﬁ\ﬁ'mﬁ’“ %{ﬁi‘ hil

tendo em atenc¢do que 0 moédulo de um namero real é sempre um valor ndo negativo.
Exemplos
1. |-5+4|=-4-(-5)=-4+5=1

2. |3-5|=5-3=2
3. |8-4|=8-4=4

EEA Funcio médulo do tipo y = |f(x)| e y = f(| x|)

Fungdo médulo do tipo y = [f(x)]

Vamos estudar o grafico da funcao f(x) =|x|.

T e

1.° passo: Traca o grilico da fungdo f{x) = x. | (2., passo tonstrou o gréfico de fix) = | x| através

de uma simetria em relacio ao eixo das abcissas para
¥ os pontos de ordenada negativa.

_....----

'l”l“
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Mdédulos

Vamos estudar o grafico da fungao fix) = [x - 2|.

[ 2 passo. Traga o graﬁco da Fungao f(x) = X— 2 2.° passo: Constrdi o grafico de f(x) =[x - 2|
através de uma simetria em relacio ao eixo das
¥ abcissas para os pentos de ordenadas negativas.

-2 ; ] x
-2 /..c/
Vamos estudar o grafico da funcao f(x) = |x* - 2|.
_ feo=x=2 T e R T
1.° passo: Comegamos por representar o grafico 4.° passo: Consl,rm o grafico de f(x) = |x- 2|
flx) = x*=2. através de uma simetria em relagdo ao eixo das
2.° passo: Yamos estudar os zeros da funcdo. Zeros: | abcissas.
x*-2=0sex=0o0ux=2
3.° passo: Vamos determinar o vértice. Vértice: ¥
(1, y , |
\T_ |\ l|'l
Ll ! 3 \"'J
) / T X
! x'! ] e Zaalea? 2
' /2 X
s
Funcio médulo do tipo y = (| x|)
Vamos estudar o grafico da funcéo f{x) =|x|-2
T T T T e e b

e passo- Comecamos por representar o grifico de 2 passo. Constr Gi o gréfico de | x} =|x|-2
flxX)=x— através de uma simetria em relagdo ao eixo das
ordenadas.




Vamos estudar o grafico da funcao f(x) = —x*+ 2|x| + 3.

1.° passo: Comecamos por representar o grifico
==+ 2¢+ 3,

2.° passo: Vamos estudar os zeros da fungio. Zeros:
x=—lex=3.

3.° passo: Yamos determinar o vértice,

Vértice: (|, 4).

—
e

4.° passo: Constrdi o gréfico de f(x

—x" + 2] x|

)

através de uma simetria em relagio ao eixo das

ordenadas.

Bl Dominio, contradominio, zeros da fungio,
monotonia e variacao do sinal de uma

funcio modular

Vamos estudar diversos aspectos de funcées envolvendo modulos, através da andlise dos seus

graficos.

Vamos determinar o dominio e o contradominio da funcdo

fo) = |x-1| - 2.

Comecga-se por construir o grafico da funcado dada.

Em seguida, faz-se a leitura do grafico.
Dominio: x ¢ B
Contradominio: p € [-2, + =]

¥

Dada a funcao fix) = |x* - 16|, vamos responder as seguintes perguntas.
Para que valores de x € que f{x) < 0, f{x) > O e f{x) =0?
Para que valores de x é que f ¢ crescente e decrescente?

Comecamos por construir o grafico da funcéo f.




Modulos

fix) = 0 para [x € R: x # -4 A x &£ 4},
flx) < 0 para x € @, ou seja, a funcao nunca € negativa.
fix) =0 parax =-4 ou x =4, v seja, os zeros da funcao sdo -4 e 4.

f(x) é crescente para -4 < x < (0 e para x > 4.
fix) € descrescente para x <~ —4 e para 0 < x < 4.

B Equacdes e inequacdes com modulos

Equagdes modulares do tipo |f(x)| = a

Vamos resolver a equacdo |x — 4| =3.
Vamos determinar, geometricamente, os numeros reais x que distam 3 unidades do
numero 4.

Os nimeros que distam 3 unidades do nimero 4saooleo 7. Isto é |[x-4|]=3sex=1 ou
=i

Podemos também resolver uma equacdo modular usando a definicido do mdédulo. Neste
caso:

x—4=3 ou d =3

x=44.3 ou x=4-3

A=y ou ¥=

Podemos, ainda, resolver uma equacdo modular considerando que se | x| = a4, entdo x* = a2,

(x-4)P=3=x-8x+16=9<=x*-8x+7=0

ComoA=36centdox=1loux=7

Exemplo
1. Vamos resolver a equacio |x* —x + 1| =2x -1,
Para que seja possivel esta igualdade, € necessario que 2x — 1 = 0 porque, como sabemos,
o médulo de um ntimero real é sempre um valor ndo negativo.
2x=-120
Isto é: x = 0,5

Resolvendo a equacao |x* —x+ 1| =2x -1:
¥-x+1=2x-1 ou x*-x+1=-(2x-1)
¥-3x+2=0 ou x*+x=0

e T x=2 ou x=0vx=-1

Pela condicdo acima, x =-1 e x = 0 ndo pertencem ao conjunto-solug¢do por serem menores
que 0,5. Logo, a solucdo procuradaé x =1 v x = 2.

11



Unidade 1

Inequagdes modulares do tipo |f(x)| > aou |[f(x)| < a

Inequacdes do tipo |f(x)| > a

Vamos resolver a inequacao |x|> 3.

A resolucao consiste na determinacao do conjunto de nameros reais que se localizam a uma
distancia superior a 3 unidades em relacdo a zero.

x=-3 x> +3
1——{1 f%

~3 0 +3

O conjunto solucdo é {x € B: x < -3 v x > 3}.
Em geral, a solucao das inequacoes do tipo|x|> a, sendoa >0, €S={x e R: x < -a Vv x > al.

Exemplo
1. Vamos resolver a inequacao |2x - 3| = 2.
2x-3 <2 ou 2x-3>2

2x<1¢x<% ou 2x>5@x>g.

1 5
S—{XGR.X{EVX>—2-}.

Inequacdes do tipo |f(x)| <a
Vamos resolver a inequacdo |x| < 3.
A resolucdo consiste na determinacao do conjunto de niimeros reais que se localizam a uma

distancia inferior a 3 unidades em relacao a zero.

—F=x=i

O conjunto solucdo é {x € R: -3 < x < 3}.
Em geral, a solucdo das inequagdes do tipo|x|< a, sendoa > 0,éS={x € R: —a < x < a}.

Exemplos
1.  Vamos resolver a inequacao |2x — 3| < 2.

Zx=3 =2 ou 2x—=3= 2

2x>1¢x<% ou 2x<:5@x<%

1 5
S_{xe]R.—2~<x<§}.




Médulos

Também podemos resolver inequagdes modulares usando a propriedade:
Se |x| < a, entdo (x)* < a°.

Aplicando esta propriedade:
2x=-3| <2<
(2x -3 <22« 4x>-12x+9 < 4
< 4x2-12x+5 < 0.
Como A = 64, entdo:

1 5

X=zeX:§

\__/

1 5
S= R:_ s
{x e 2<x<2}

L

4
(
I
ra|ln

2. Vamos resolver a inequacao |x — 3| < |2x - 3|.

Usando a propriedade em cima referida:
x-32<(2x-3P=x-6x+9<4x*-12x+9 <= -3 +6x < 0= x*-2x >0 x=0
oux=2.

S=fxeR:x<0vx>»2]

Inequagdes do tipo a|x|* + b|x| +¢ > 0 ou a|x|* + b|x| + c < O

Vamos resolver a inequacao |x|* - 5|x| + 6 < 0.
Comecamos por fazer | x| =, e temos * - 5t +6 < 0.
Em seguida, resolvemos a inequacao t* - 5x + 6 < 0.
Zeros:t=2etf=3

Asolucdo é2 <t<3,istoé 2 < |x| < 3.

=

i ‘m\hﬁ%’%ﬁﬁﬁm:1.i'J.ﬁ.'ﬁ_u1‘11_1.u:ﬁ.t.aa\.ss‘:1._'ﬁ.‘-.%%%t%ﬁi&%‘s&ﬁ%ﬁ}'ﬂﬁ%‘i?ﬂ\mﬁ;f’;-%;,:-_



Resolvendo a inequacdo 2 < |x| < 3, obtemos:

%] = 2 & |23
x<-2oux>=2() e =3<x=+3(ii)
Determinamos a interseccdo de (i) e (ii):

S=(xeR:-3<x<-2v2<x<3]

Lembra-te que:

xsex =0
|x]| =
—xsex <0
Exemplos
1. |+5]=5

2. |[-S|=—-5=5

E também:
ax + b seax+b20#x2—§
|lax+b|= 5
—(ax +b) seax+b«<0©x<—a
Exemplo
3x—4 sex >
1. |3x-4|=

4
3
2
3

4-3x sex<




Exercicios resolvidos

. Resol S L
- Resolve a equacio < | x| B
Resolucdo | 26
Se|a|x|=t,entao?<t+—t-<?.

O mmc dos denominadores é 15t, logo: 50t < 15t* + 15 < 78t

Vamos separar as inequacdes:

I522-78t+ 15 <0 e 152 —-50t+ |15 >0
5t —-26t+5 <0 e 3—-10t+3 >0
A =576 e A =64

{ =

5(—5)t—3) <0 3(t-3)t-3) >0

L /44\3//h

| I | |
t<S5< |x] <5 | - t<§®|x|<3¢--3-<x<"3"¢¢—5<x<5

I
t>%%|x|>—é~@x<~§\/x>§ e t>3< x| >3 x<-3Vx>3

A interseccio de todas as solugdes é:

‘—'—(? B Lk -4 O >
AT R it :
5 3 3 5 3 3 3 5

I A |
S={xeR:—5<x<—3\/—§<x<—§\/§<x<§\/3<x<5}.

2. Resolve a equagio |3x — 6] = x — 2.

Resolucio
A condi¢io para que seja possivel a igualdade éx -2 >0 <= x> 2
Resolvendo a equagio:
J B —6 =D x=-2
[3x-6|=x-2 <= .
x—6=—x+2 x=2
Logo, S = {2}.

15



Unidade 1

Exercicios resolvidos

3. Resolve a equagdo [x* —x + || = | — 2x.
Resolucio |
Condicio de existéncia: | —2x > 0 < x < 2

Resolvendo a equacio:

XX—x+|=]-2x W X—x+ | =2x—1
xX2+x=0 v X*-3x+2=0
x=0Vvx=-I Vi x=lvx=12

As raizes x = 2 e x = | ndo pertencem ao conjunto-soluc¢io da equacio dada por serem maiores

I
que 5.

S={-I,0}.
4. Resolve a equagio |x|* - 5|x| = 6.

Resoluciao
Vamos fazer |x| = t e teremos a nova equagio:

t?-5t-6=0<t=-1 V t=6
Isto é:
|x| = =1 v |x| =6
Condicio impossivel X =6
porque o modulo é ndo negativo.
S ={-6, 6}.

5. Considera a funcao f(x) = |x*—9|.
5. Para que valores de x é que f(x) > 0, f(x) < 0, f(x) = 0?
5.2 Para que valores de x é que f(x) é crescente!
5.3 f(x) é par ou impar?
54 f(x) é injectiva?

Resolucido
Vamos, em primeiro lugar, construir o grafico de f{x).

g
Hl/
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Exercicios resolvidos

5.1 f{x) > 0se x € R\{3}
flx) <O0sexc @
fx) =0sex=-3Vvx=3

5.2 f(x) decrescese {x e Rix < -3V 0 <x<3}

5.3 f(x) é par porque f(—x) = f(x). f(x) é par porque o grifico é simétrico em relacdo ao eixo das
ordenadas.

54 f(x) nio é injectiva porque para certos valores de x existe mais do que uma imagem.

6. Efectua a operagdo |x + 2| + |x— || para—2 < x < .
Resolucdo

x+t2sex>-=-2 x—1sex>|
|x+2|= |x=1]=

—x—2sex < -2 —x+ 1sex < |

Vamos construir uma tabela de resultados:

L) |
[x +2] —x—2 X2 x+2
[x—1] x+ | | =+ | K=
[x+ 2|+ |x—1]]|2x— | 3| 2y 4=
S=|x+2|+|x=1|=3se-2<x< I

7. Resolve as seguintes equagdes modulares:

|
FAT o Bl 74 78 x—g‘—l=x
72 ‘%‘=|3 79 |x=3|=|2x+4]|
el =) 7.10 |3x = 5| = |3 + 4x|
74 |3x+4|=1l 71 [2=3x+ 1| =1
75 |5x-7|-4=8 702 |33 —x+ 1|+ 1 =2x
76 |x+2|=3x—4 713x + 2|x| = I5

77 |2x-3|-x=2x+ |

Resolucdo
71 |x|=17
x=17Vvx=-17

72 £‘—13
i )2'
x=26V x=-26

73 |4x|=-=2
Resolugio impossivel. O médulo de um nimero é nao negativo.

17
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Exercicios resolvidos

74 [3x+4|=1ll &3x+4=11 V3x+4=-II

x=§\/x=—5
75 |5x-7|-4=8<|5x-7|= 12
< 5x—7=12V5x-7=-12
@x=g\/x=—l
76 |x+2|=3x-4
A condicao é que o médulo de um nimero é nao negativo.
4
Logo:3x—420@x2§

|x+2|=3x-4<x+2=3x-4Vx+2=—-(3x—4)

2x =6V 4x=12
X = = ndo é solucdo porque nao satisfaz a condicdo em cima.

2

77 |2x-3|-x=2x+ 1 < |2x-3|=3x+ |

A condicdo é que o médulo de um nimero é nao negativo.

[
Logo: 3x + | 20@){2—5

2xi— Fim Bl D e S (3x ok T
2

==\ x = 5
X = —4 ndo é solugdo porque nio satisfaz a condi¢do em cima.
7.8 : ‘ | I ' + |
8 |x—3|-l=xe|[x—5|=x
3 3

A condicio é que o modulo de um ndimero é ndo negativo.
Logo:

x+ | >0« x>-|

|

X — =

3

=x+ | ¢x~%=x+ I \/x—%:-(x+ 1)

I |
i —| (impossivel) WV x==Z"\ x = -3
x = —2 nao é solucao porque nio satisfaz a condigao em cima.
79 [x-3|=|2x+4| > x-3=2x+4Vx-3=—-(2x+4)
I

x=—-7\/x=—§

710 [3x—5]= |3 +4x| < 3K —-5=3+4x V3 —5=—-(3 + 4x)

x=—8\/x=7

71 -3+ l|=lex-3x+1=1Vx2-3x+1=-]
x=0Vvx=2VvVx=1lVx=3
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712 ) —x+ 1|+ 1 =2x <« | —x+ 1| =2x— |
A condigdo é que o médulo de um nimero é ndo negativo.

|
Logo: 2x— | 20 & x >3

—x+l|=2x-leoxX-x+ | =2x— I Vx2—x+|=—(2x-1)
x*=3x+2=0vx*+x=0
x=1lVx=2Vx==lVx=0

x =0 e x = —| ndo sdo solugdes porque nio satisfazem a condicdo em cima.

xX*+2x—15=0sex>0
7.13 x2+2|x|—l5=04=:>l
xX2=2x—15=0sex<0

x==5% x=3
@{

x==-3V x=5

x =-5 e x = 5 ndo sfo solucdes porque nao satisfazem a condi¢do em cima.

8. Escreve uma expressdo equivalente mas sem o médulo.
8.1 |3-+7|
82 |1-vV2|+|5-V2|
83 |x-2[+|x-3]|,sex>3
84 |x—-2|+|x-3]|sex< |

Resolucido

8.1 [3-V7|=V7-3

82 |1-V2|+|5-V2|=V2-1+5-V2=4

83 |x—2|+|x-3| < x-2+x-3=2x-5,sex>3
84 |x—2|+[x—-3|<2-x+3-x=5-2x,sex <2

9. Determina x se:

9.0 dir, 1y=3 92 d4,x)=9 9.3 idix -2) =17 94 'd(-—4,x)=-8
Resolucdo
A distancia entre dois pontos x, e x, é definida por:

dlx. %) =[x — x|

91 dx, =3« |x-1|=3ex=4Vx=-2

Graficamente:
x=-2 x=4
| | | | | | |
[ | [ | | [ |
-2 -l 0 | 2 3 4

19
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Exercicios resolvidos

9.2 d(4,X)=9®|4—x|=9¢>|X_4|:9

& x=13Vx=-5
93 dx,-2)=7 = |x+2|=7<x=5Vx=-9

94 d(-4,x) =-8 < |-4—-x|=-8 « |x + 4| = -8, é impossivel porque a distincia nunca pode
ser negativa.

10. Resolve as inequagbes modulares seguintes.

10.1 ‘%‘ >5 102 |x+1]<13  103]3-x|>12 104 |7x—4]<5-x

Nota
Xl >aex<-aVx>a
x| <as -a<x<aseae R

Resolucdo

10|51 Bl 2L e X e
i ‘2> i AM

x<-10vx>10

02 |x+1|<Be-3<x+1<13
—l4<x< 12

103 [3-x|>Re|x-3|>12ex-3<-12Vx-3>12
x<-9Vx>15

104 |7x—4| <5-x
A condicido de existéncia: 5 —x > 0
X <5

|7x—4|< 5—x <
To—d o) I = e 5 P

- e =
Tx—4 <5-x Ix+x<5+4 Ko

o —

9
al

I
S=xE]—g;8.
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Exercicios propostos

I. Associa V ou F as seguintes proposi¢des:

LI |-9]=9

12 |7-9|=9-7

1.3 |-8|=-(-8)
2 2

e |§\-*§

15 [7-9]=7-9

2. Indica o médulo dos seguintes nimeros:
2.1 |-8| 2.2 |-5+9] 2.3 [8-10] 24 |5-9|

3. Verifica as propriedades 2, 3 e 4 da sec¢do 1.2 por meio de tabelas.

4. Calcula, geometricamente, os seguintes modulos:
4.1 |-5+4]| 42 |3+5]| 43 [8-4| 44 |-2-3|

5. Calcula, analiticamente, os seguintes médulos:
50 3-7]
52 |-3+53|
5.3 |-100 + 234|
54 |-58+3,0125|

6. Representa, graficamente, cada uma das seguintes fungdes:

6.1 y=|-x]|

6.2 y=|I—4x|
6.3 y=|x*-3x+2|
64 y=|2x+1]

7. Traca o grifico de cada uma das seguintes fungdes:
7.1 y=-2|x]|+2
72 y=x2+|x|+3
73 y=-x*-=|x|-6
74  y=3|x|+2

8. Constrdéi o grafico e dd o dominio e o contradominio da fungio y =|x — 3.
9. Sobre a fungio f{x) =|x*— | |, responde as seguintes perguntas:

9.1  Para que valores de x é que f{x) > 0, f(x) < 0 e f{x) = 0?
9.2 Para que valores de x € que f{x) é crescente ou decrescente!
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Exercicios propostos

|0. Faz o estudo da monotonia e da variacio do sinal e indica ainda os zeros e o contradominio

da funcdo abaixo.

____________ S cssessn
i\\ =2 |
N/ I NS
1 ~ 1 ;
-5 -3 - 3 :
I1. Resolve as seguintes equagdes modulares:
.1 |x=5]=9
1.2 [2+x|=4
.3 [3x+2|=2
14 [2_2=g
1472078

12. Resolve as seguintes equacdes modulares:
12,1 |x=1]=]|3x+2]
122 [x+ 1| =3]x+2]|
12.3 |x+3|=2‘x—%‘
124 [x-1]|-|3x-2|=2

I3. Resolve as seguintes equagdes modulares:
3.1 [3x—6]=x-2
132 |2x+3|=x—1
133 |xX*-3x-2|=2x-8
134 |3x-2|=3-2x
3.5 |5x—4|=x-1
136 |x-3]|=-2x-1

14. Resolve as seguintes inequagdes modulares:

141 [x-2|<3
142 [2x—-05]| <4
143 [3x+1|-1>0

144 |2-3x| > -2
45 |x*—5x| > 6
146 |x2—5x| <6
147 [x| <=2




Médules
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15. Resolve as inequagdes seguintes:
I5.1 |x]?-3|x|+2>0
152 |x]*=3|x|+1<0
15.3 [x]*-8|x|+I5<0
154 |x[*-9|x|+18 >0

16. O grafico abaixo representa a fungdo y =|x* — I|.

\

I 2 *

Resolve as seguintes inequagdes:
6.1 |x*—1]>3

162 |x*=1]<3

163 0<[¥*—1]|< I

|7. Determina o dominio de cada uma das seguintes fungdes:
171 y=v|x|-2
172 y=V|x=3]|+1

I8. Resolve as seguintes equagoes:
18.1 |x[*+|x|-6=0
182 x—x|x-1]|=4
183 |¥—x—5|=]|x-2]|
184 |-x+50|=50
185 |x—1|=x-1
186 |x*+3x—2|=2x-8

———
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: ‘Unidade

- Calculo combinatério e probabilidades

No final desta unidade, deverds ser capaz de:
aplicar formulas de factorial, arranjos, combinagGes e permutagdes de um niimero para resolver

problemas reais da vida;

distinguir arranjos, permutacdes e combinacdes;

* aplicar a férmula de Newton para efectuar desenvolvimento de (x + y)", sendo n um niimero
natural;

* reconhecer regularidades em fenémenos aleatérios;

* aplicar probabilidades para resolugdo de problemas priticos da vida;

calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento;

aplicar as propriedades de frequéncia relativa para cilculos de probabilidades;

¢ calcular probabilidades de acontecimentos incompativeis equiprovéveis;
* resolver problemas de determinagdo da probabilidade de um acontecimento em casos
simples.

A historia da teoria das probabilidades teve inicio com os jogos de cartas, dados e de roleta.
Esse € o motivo pelo qual hé tantos exemplos de jogos de azar no estudo da probabilidade.
A teoria da probabilidade permite que se calcule a probabilidade de ocorréncia de um ntmero
numa experiéncia aleatéria.

BRE Anilise combinatéria

A andlise combinatéria € a parte da Matematica que se dedica a contagem de elementos, de
sequéncia de elementos ou, ainda, a contagem de subconjuntos de um dado conjunto. O conhe-
cimento de alguns conceitos da teoria de conjuntos permite-nos ter uma perspectiva mais natural
do calculo combinatério e das probabilidades, fornecendo ainda uma ferramenta necessaria a
resolucdo de problemas muito simples, mas muito frequentes, do nosso dia-a-dia.

|. Cardinal de um conjunto

i O cardinal de um conjunto finito A é o nimero de elementos deste conjunto. O cardinal
do conjunto A representa-se por #A.

Exemplos
1. SeA=labcd}, dizemos que #4 = 4.
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2. Sendo A ={1,2,3} e B =|{a,b,c,d}, entao:

#A =3
4B = 4

#AUB)=7
#ANB) =0

2. Complementar de um conjunto

‘O complementar de um con;unto A em relagdo a um dado umverso U B 0 con;unto de
todos os elementos de U que nao pertencem aA. Repxesenta—se pofr . A ' '

= {d!eff}

Dados os conjuntos A e B, chama-se complementar de B em relac;ao aAao con] unto dos
elementos de A que nio pertencem a B. Representa-se por A\B ou 4 — B. '

A
.|| VRN
.f / JE‘J\'\, ‘ \\

| } A\B = [a,c}
f / Pode ainda ler-se:

\ \(,,
\ g )
c g 7 A menos B
\h | 4N P mer

t o o Diferenca de A e B

U

3. Reunido e intersecgio de conjuntos

‘Chama-se reuniao A com B ao conjunto de todos 0s elementos de con]unto A e do. con;unto
B. Chama-se 1ntersecg:ao A com B ao conjunto dos eIementes que pertencem mmultanea-
mente ao conjunto A e ao con]unto B. it

U
A
ety B AUB=12,34,578,9}
/ S ‘ " 13
/2 3 L S ANB={4,5)
10 |' f ] '-.l
'\\ | 5 f-'l 8 |
N\ /,-" !
kY s 0
\“\‘_3 : = _F'__./I \\\._ 9 //_//
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4. Produto cartesiano

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B € o conjunto de todos os pares ordenados que
se podem formar, indicando primeiro um elemento de A e depois um elemento de B. Representa-se
por A x B.

 AxB={Gp):xeANyeB)
Exemplo

1. SendoA={1,2)eB={14,5,6}, entdo A x B é&:
A x B = {(1;1);(1,4);(1;5);(1,6);(2;1);(2,4);(2;5);(2,6)}

Notas facilmente que:
| #AxB =#Ax#B
Algumas propriedades de conjuntos:

e ANB=AUB
Primeiras leis de Morgan

UB=ANB

°
=

s (Cardinal da reunido de dois conjuntos:
HAUDB) =#A+#B-#(ANB)

» Numero de subconjuntos de um conjunto com 5 elementos € igual a 2"

Exemplo
1. A=lab}
Os subconjuntos sao: @; {a}; {b}; {a,b}

e —

Um conjunto com 2 elementos tem 2% = 4 subconjuntos.

Factorial de um niimero natural

Dado um numero natural n, chama-se factorial de » ao produto dos n primeiros nameros
naturais, se 1 = I,

O factorial de n representa-se por nl.

n! —1é-se «n factorial» ou «factorial de n».

Alguns casos especiais:

Em geral:

Observacoes
e nl=nn-1)n-2)!
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* n+ 1) =(mn+1)n!
s M-2)!=mn-2)n-3)!

Exemplos

11 2b=2m 1

1.2 3l=3%x2x1

1.3 51=5x4x3x2x1=5-4|

41
1.4 nl=n(n-1)!

2. Vamos calcular os factoriais seguintes:
2.1 51+41=120+24 =144
1 5 Sl+4! 5.4l+4l A(5+1) _6_3
TSI-4175.41-41 M (5-1) 4 2
7!-81+6! 7.6/1-8.7-6!+6!
8l-6! = 8.7-6!-6!
_eY(7-56+1) 48
- (56-1)-6! 55

2.3

3. Vamos simplificar as frac¢des seguintes:

m+1! (n+1)n!

nl+(n+1)! nl+@n+1) - -n!

_ (m+lnl

T (I+n+ 1Al

T4

“me R
39 n-D-n-2}1 “-1)n-2)1-{n-2)!
n! T nsm—Din-2)

_dn=2ln-1=1)

C (n—2jIn-(n-1)

. n

n?-n

Arranjos com repeticio

Chama-se arranjo com repeticao ou arranjo completo a qualquer sequéncia formada por
elementos de um dado conjunto. Representa-se por A, onden é o nimero de elementos orde-
nados p a p.

Consideremos o seguinte problema: quantos nimeros distintos, de 3 algarismos, podem ser
escritos, no sistema decimal, com os algarismos 1, 2, 3 e 47

Os elementos do conjunto procurado sdo sequéncias de trés algarismos, escolhidos de entre
os quatro algarismos 1, 2, 3 e 4. Deseja-se, portanto, que se determine o namero de sequéncias
Jistintas de trés algarismos, escolhidos entre 1, 2, 3 e 4.
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T 1218 331 241 2T seeenesss 441
132, 122 432 42 2D s HAD
148 1238 133 M43 213 cosesemmemeon 03

114 124 134 144 214 ... 444

64 sequéncias diferentes

Ora, 64=4% 0 que permite concluir que

o nu:mero de ran;os completos_

Para o nosso exemplo: *A, = 47 = 64.

Sabendo que M € um conjunto com dois elementos e P um conjunto com trés elementos,
vamos calcular o nimero de aplicacoes que ¢ possivel definir de M em P.

M ={ab)eP={1223]

Logo,

O numem de apitcagoes de um Conrunto de car'..

Para o riosso exemplo: A =32=9,

Arranjos sem repeticio

Chama-se arranjo (ou arranjo sem repeticdo) a uma qualquer sequéncia de elementos, todos
diferentes, escolhidos entre os elementos de um conjunto dado. Representa-se por A", onden €
o numero de elementos ordenados p a p, sem repeticao.

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples de p, e designa-se por A" 2
todo o agrupamento do p elementos distintos.

A”P_ =nn-Dn-2).n-p+1)

p factores

Exemplos

1. A%, =4x3=12

2. A,=5%4%x3=60
3. A,=5x4=20
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Observa com atencao:
3!

——
Sx4x3x2x1
Ix2xl1

[ —

3l
5!

A, =85x4s A, =

_dx A3 x2x]
27 Ix2x1

O e—

(5-2)!

51
As, =2
27 (5-2)!

A3

Generalizando para o arranjo de n elementos p a p, podemos escrever que:

_6xS><4><3'f
il

=120

2. Vamos determinar n, sabendo que A, = 156.

n! .

i (—n':'z—)l, Por 1550:

n! n(n- )l{n—2j!
—_— = ]
w2 156 <= = 56
n-n-156=0

n=-12vn=13

n=-12 nao serve porque n € Ne-12 ¢ N,
Logo, a solugao é n = 13.

3. Um cofre possui um disco marcado com os digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Para abrir o cofre
€ preciso conhecer o segredo. O segredo é marcado por uma sequéncia de trés algarismos
diferentes. Se uma pessoa tentar abrir o cofre, quantas tentativas devera fazer para abri-lo?
As sequéncias serdo do tipo a b c. Como a ordem dos trés elementos é fundamental, trata-
se de um arranjo de 10 algarismos trés a trés.

A0 = 10!

1 (10-3)!

=10x9x8

=720
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Sendo A ={a,b} e B=1{1,2,3}, determina quantas aplicacoes injectivas € possivel definir de
Aem B?

Numa aplicagao injectiva, nao ha imagens repetidas, logo, o namero pedido € A°,.

A =Fw 3 =0

PEJ Permutacdes

Chama-se permutacao de n elementos de um conjunto finito A a qualquer arranjo que tenha

todos os elementos de A.
Designam-se os permutacoes de 1 elementos por:

L

P lé-se permutacao de n.

Exemplos
1. P,=3!
P,=3x2x1=6
2. P,=5!=120
3. Com as letras da palavra MAPUTO:

3.1 Quantos anagramas podemos escrever? Nota: «anagrama» refere-se a uma palavra
com ou sem sentido.
P, =6!=720

3.2 Quantos anagramas comecam por M?

Fixando M, podemos permutar as restantes cinco letras M , isto €, 5! =120.

3.3 Quantos anagramas comecam por T e terminam por P?
Fixando as letras T e P, vamos permutar as outras 4 letras T _
4! =24,
Logo, existem 24 anagramas que comecam por T e terminam por I

_ P istoé P 4

Vamos calcular o valor de n, sabendo que P = 120.

120 2
0 60 3
0 20 4 120=5x% 4% 352 %1 =5!
0 3 3 P = (0+1)!
0 1 Entdo, (n+1)! = 5!

n+tl=5=n=4
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PX3 Combinacdes

Chama-se combinacoes de n elementos agrupados p a p, e representa-se por C*, ao numero de
grupos que se podem formar com p dos n elementos, diferindo uns dos outros pela natureza dos
seus elementos.

Observacdes
* (7 representa o ntmero de subconjuntos de p elementos que € possivel formar num conjunto
de n elementos.
* ppode tomar valores de 0 a n, inclusive.
i (— I — =
e ¢'=LC =1;¥. €N

Exemplos
1. Vamos calcular as combinacdes seguintes:
15!
14, €Y S
1212115 -12)!
_15-14- 13- }2!
- 12! - 31
_15-14-13
T 3+2:1
=5 =13
=455
8!
1.2 C% T
ol
T Bl
_4:7-2
R
=56

2. Vamos determinar n, sabendo que C", = 231.
Cn, =231
n! nn-1)
Zin-2) - 21—
n-n-462=0
n==2Tvn=22
A solucdo é n =22,

=231
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3. Pretende-se escolher trés alunos entre cinco candidatos, para formar uma comissdo
desportiva da escola, sem tarefas diferenciadas. De quantas maneiras diferentes é possivel
fazer a relacdo?

Lendo com atencdo o problema, conclui-se que, afinal, ele consiste em determinar o
numero total de subconjuntos de 3 elementos de um conjunto de 5 elementos. Isto ¢,
calcular €.
|
CS i 5:
» 3Lkl
_5-4.3
T3 2l
20
2
=10
Logo, a escolha pode ser feita de 10 maneiras diferentes.
Vamos agora ver outras aplicacdes praticas.

Exemplos

1. Um eleitor deve eleger, entre cinco candidatos, um presidente, um secretario e um tesou-
reiro para autarquia local. De quantas maneiras diferentes pode fazer a escolha da
comissdo?

A ordem na escolha dos elementos determina uma comissao diferente da outra. Trata-se,
pois, de um problema de arranjos de cinco elementos 3 a 3.
AS,=5.4-3=60.

2. Um eleitor deve eleger entre cinco candidatos um presidente, um vice-presidente, um

administrativo, um secretario e um tesoureiro para autarquia local. De quantas maneiras
diferentes pode fazer a escolha da comissao?
A ordem na escolha dos elementos determina uma comissao diferente da outra. Trata-se,
pois, de um problema de arranjos de cinco elementos 5 a 5. E uma permutacio.
P,=5!=5:4:.3.2:.1=120

3. Uma turma da 12.* classe quer eleger, entre cinco alunos, uma comissao de trés alunos

para organizar uma festa. De quantas maneiras diferentes pode fazer a escolha da
comissao?

A ordem na escolha dos elementos ndo determina, necessariamente, uma comissio dife-
rente da outra. Trata-se de escolher grupos de trés alunos. £ um problema da combinacao

de cinco elementos 3 a 3.
5!
POANs =3y

@3 10
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Propriedades da funcdo C" dene p

Aférmula C" = é uma funcio de n e p que goza das seguintes propriedades:

!
r~ plin—p)!

Propriedade 1
Quaisquer que sejam os inteiros n e p tais que n > p > 0, tem-se:

Cnp = Cnn—p
Demonstracao
n!
cr =
~»” (n-p)ln-(n-p)
' n!
T (m-p)ln-n+p)!
n!
" (n-p)lp!
= C"p

%) no_ ('
Istoé C = [ -

Propriedade 2
Quaisquer que sejam os inteiros n e p tais que n -1 > p > 0, tem-se:

n. _ n—1 n-1
= b .
£ -l Lt

Demonstracio

e = n-1 1= = (n_l)l (Il_l)!
S e “pln-1-p! " (p- Dl - 1-p+D)!
(mn-1)! (n-1!

“plm-1-p! (p-Din-p)
_ (n—1)! 4 pn-1)!
p!/n-p-Dl p(p-Din-p)!

__m-Din-p  pmn-1)
pln-p-1in-p) pla-p!

op-1)l=p!

_@m-Din-p) pn-1
p!(n-p)! p!(n-p)!

=-p)n-p-1)=mn-p)!

_m-Dln-p+p] _ n!
p!(n-p)! pl(n-p)!

s 1) =nl

Bgme provaque C"-' +Cr-1,_ =C",
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Exemplos
5! 5!
1. CS_ :CS_ — .
2 2T I 5-2)15-5+2)|
5
W
2! . 3!
< 10=10

-1 ~-1 — (6
2. CoL4CH | =CS,

.. 51 51 _ 6l
€8, +C%, =00, & 2t

411 7 3121 T 4121

5-41 5-4.31_6.5.4
4] 312 ar. 2
54 10=15

15 =15

Triangulo de Pascal

Coloquemos os numeros C” em sucessivas linhas, formando um triangulo equildtero.

CD{J
e ey
e, £ &

Observacoes
e Na 1.* linha, colocamos C",
e Na 2. linha, colocamos ' =
¢ Na 3. linha, colocamos C*,
sucessivamente. Isto é:

1
]
2 g

=4
C,=1;,C7, =C" + ' de acordo com a 2. * propriedade e assim

Observacoes

Qualquer termo de tridngulo é igual & soma de dois nimeros colocados imediatament=
acima.

Forma-se, assim, um tridngulo de nimeros que pode ser ampliado com novas linhas. Es=
tridngulo é designado «tridngulo aritmético». Também pode ser designado «tridngulo &=

Tartaglia» ou «tridngulo de Pascal», dois matematicos do século XVIII (o primeiro italianc
o segundo francés).
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Binémio de Newton

Ja conhecemos, por exemplo, o desenvolvimento do quadrado de uma soma. Vamos agora
estudar uma férmula simples que nos permitird escrever o desenvolvimento de qualquer binomio
de expoente natural, (x + y)".

Observacoes
e Paran=0, (x+y)'=1
* Paran=1, (x+y)' =1x' + Ip*
e Paran=2, (x + ¥)* = 1a%" + 2x'p" + 1a%2 = 1x3P0 + 247171 + 1x*- 22
e Paran=3, (x+y)3 = 130+ 3x3" + 3xy2 + 1x9P = 1P + 33 - 1p3-2 4 33 -3 4 133

Analisando os expoentes do x e do y, nota-se que:
= 0s expoentes de x decrescem da esquerda para a direita
* 0s expoentes de y crescem da esquerda para a dircita
* 0s coeficientes sao as combinacdes C*, C*, C°,, C7,

O que quer dizer que que podemos escrever, para i1 = 3:
diqea 3p3-3 3 =132 3 3—2y3 -1 3 EEE Vs

(E4-yP =353 408, e G + G p

— {3 3 3 p2 N3 ’2 A

=C, X+ Cxy + Cxy* + Gy

Generalizando, por indugao empirica para um binémio de expoente 1 € N qualquer, teremos

z formula conhecida por a formula de Newton:

R Ot iR O U O i e R Gl o b il
Ou, usando a notacdo de somatorio:

i
&+ )" ;=};E_Gﬂp,xﬂ+P - Binomio de Newton
z=oll '

Exemplos
G =) = Gt + O 2 y) + O - {9+ G
x-yP=x-3x%+ 32 -y

=)t = Clat+ C ¥y Oty CA3xy? + Cl
-yt =t Axty + 6xB + 4xyt + 1

Calculando 99%

993 = (100 - 1)?
=100°-3.1002+ 3 - 100 -1
= 1000000 - 30000 + 300 -1
= 970299

35
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Observacoes

o O desenvolvimento de (x + y)" tem n + 1 termos.

« Os coeficientes do desenvolvimento do binémio de Newton sdo niimeros inteiros e designam-
se por coeficientes binominais.

« Os coeficientes binominais dos termos equidistantes dos extremos sao iguais. Isto €,
c =C"

— (i .yn=p . P & 2 o i
o (MGG <O termo geral do desenvolvimento

» A sequéncia dos coeficientes binominais para um dado valor de n é crescente até certa ordem
¢ decrescente depois dela. O valor méximo € atingido para:

—-riou i se i1 & Impar
) = 2 se 11 é par
Exemplos

. : | 1
1.  Vamos determinar no desenvolvimento de [a - EJ :

1.1 O termo de maior coeficiente.
8 ; : (. 1F .
b= e 4, por isso o desenvolvimento de (a - E} tem 9 termos e o termo de maior

coeficiente € o quinto.

tmce a3 -rofd

1.2 Qs termos de coeficientes iguais.

De acordo com o ponto 3 das observagdes, os termos de coeficientes iguais sdo:
gl e

@z2fed)

037 %"

o4fe0b’

2. Sem efectuarmos o desenvolvimento do binémio (xz - XJ?, vamos averiguar se existe no
desenvolvimento algum termo em x5 e, em caso aﬁrmaﬁvo, vamos calcular esse termo.
Recorrendo ao termo geral, temos:

T T C?p(xz)? ¥

"
(2 L pla-3p _ (et
p J “CPH BERGH

£
dn

Como queremos X com o expoente 8, fica:
y4-w =y 14-3p=8sp=2

Logo, existe esse termo,e € o terceiro termo. O seu valor &:
T, =C7, - x8(=y)% = 21x%?
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3. Vamos mostrar que 1 + V3 é uma das raizes de V28 + 16v3.
Queremos provar que (1+V3)* = 28 + 16v/3. Ora,
A+V3)=Cl - 1+C -V3+C% - (V3)2+CL - (V3)P+CY, - (V3)*

=1+4V3 +6V3 +4V3 + V37
=1+4v3 +18+12V3 +9
=28 +16V3

Isto &, (1 +V3)* = 28 + 16V3.

BX] Probabilidades

O calculo de probabilidades iniciou-se no século XVII, com Pascal' e Fermat?, quando estu-
davam questoes ligadas aos jogos de azar. O calculo das probabilidades ¢ actualmente o ramo
fundamental da Matematica para o estudo da Estatistica.

Fenémenos aleatérios

Um fendmeno ¢é aleat6rio se a sua realizacido depende inteiramente do acaso.

Exemplos
1. O aparecimento de «cara» ou «coroa» no lancamento de uma moeda ao ar.
2. O aparecimento do ponto 5 na face superior no lancamento de um dado.

E sobre os fenémenos aleatorios que vai incidir todo o estudo das probabilidades.

Acontecimentos — espago de acontecimentos

Na queda de uma moeda lancada ao ar, apenas pode verificar-se dois resultados distintos: cara
ou coroa.

O conjunto dos resultados é U = {cara, coroa}.

O conjunto de todos os casos possiveis relativos a uma prova € chamado espaco de
acontecimentos.

Chamamos acontecimento a qualquer subconjunto do espaco de acontecimentos.

Exemplo
1. «Sair cara» no lancamento de uma moeda € um acontecimento.

Blase Pascal (1623-1652), matematico e fisico francés.
Pierre Fermat (1601-1665), matemdtico francés.

J
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Acontecimento contrario
acao de A.

O acontecimento contrario de A é o acontecimento que consiste na nao verifica

Isto €, é o conjunto complementar de A.
O acontecimento contrario de A designa-se por A.

Exemplos
1. A:sair cara no lancamento de uma moeda é o acontecimento.

2. A: sair coroa no 1amament0 de uma moeda € 0 acontecimento contrario.

Acontecimento uniao

O acontecimento uniao de dois acontecimentos A e B € o acontecimento que consiste na

verificacdo de, pelo menos, um dos acontecimentos.

O acontecimento uniao de A e B é o conjunto reuniao de A com B. Representa-se por

AlUBouA+B.

Exemplo

1. No lancamento de um dado, «sair nimero par» € um acontecimento reunido dos acon-
tecimentos «sair 2», «sair 4» e «sair 6»:

{2} U (4} L {6} = {2, 4, 6]

Acontecimento intersecgao
ao simul-

O acontecimento interseccdo de dois acontecimentos A e B consiste na realizacao

tinea dos dois acontecimentos.
O acontecimento intersecgao representa- seporANBouA-B,

Exemplo
1. No lancamento de um
= [sair um numero par} =

AﬂB:{_,}

dado, «sair 2» e um acontecimento interseccdo dos acontecimentos
[2, 4, 6} e B = {sairum ntmero primo} = {2, 3, 5k

Acontecimento certo

O acontecimento certo relativo a uma pm_vz_i é aquele que se verifica sempre que se realiza

a prova.

Exemplos
1. No lancamento de uma moeda, «sair cara ou Coro

2. No lancamento de um dado com faces numeradas d

a» € um acontecimento certo.
e 1a 6, «sair NuMero menor que 7»

é um acontecimento certo.
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Acontecimento impossivel

O acontecimento 1mposswel Ielatwo a uma prov
que se reahza a prova

€ aquele que nunca se verifica sempre |

Exemplos

1.  No lancamento de um dado com faces numeradas de 1 a 6, «sair nimero 8» € um acon-
tecimento impossivel.

2. Na queda de uma moeda lancada ao ar, «sair cara e coroa» ¢ um acontecimento
impossivel.

Acontecimentos disjuntos

Observacdes
* Um acontecimento e o seu contrdrio sio complementares.
» Dois acontecimentos incompativeis ndo sdo, em geral, contrarios.

Definicao frequentista da probabilidade

O conceito de frequéncia relativa estudada na estatistica esta directamente ligada ao conceito
2= probabilidade.

Exemplo

1. Vamos determinar a frequéncia relativa do acontecimento «aparecimento do nuamero 35,
no lancamento de um dado perfeito numerado de 1 a 6».

Observa o quadro de resultados experimentais.

| Namero de lancamentos (n) | | Frequéncia absoluta (f) Frequéncia relativa (f)

99 20 0,2020...

200 I 02l...

500 87 0,174...

800 |57 0,196...

1000 184 0,184

1500 250 0,166...

2000 334 0,167

ST i ; : 1 ;
A experiéncia constata que a frequéncia relativa se aproxima de — a medida que se aumenta
o namero de lancamentos. Isto €, as frequéncias relativas tendem a estabilizar-se num
valor determinado.
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A constatacdo que retiramos do exemplo leva-nos a enunciar a probabilidade do seguinte
modo:

Num grande namero de provas, a frequéncia relativa de um acontecimento tende a estabilizar-
se em torno de niimero que coincide com a sua probabilidade.

Definicio axiomatica do conceito de probabilidades num espaco finito

A nogdo empirica de probabilidade ligada ao conceito de frequéncias relativas ¢ inaceitavel do
ponto de vista de rigor matematico.

Todavia, foi baseando-se na nocio frequentista que Komogrov, em 1933, estabeleceu rigoro-
samente a axiomatica do calculo de probabilidades.

Seja Uo espaco de acontecimentos e P( U)o con]unto das suas partes, chama se conjunto
de partes de um conjunto ao conjunto de todos os seus subconjuntos Denomina-se pmba-
bilidade uma aphca;ﬁo de P de P(U) no con}unto [O 1] de ntimeros reais que Ubedece 'a0s
seguintes axiomas:

* VA e P(U) : P(A) € [0,1]
s PU)=1 '
s YA e P(U),YBeP(U)se ANB =g, entao P(AUB) =P(A) + P(B)

Corolarios
1. A probabilidade do acontecimento contrdrio de outro acontecimento obtém-se subtraindo
1 4 probabilidade do acontecimento de que ele é contrario

P(A)=1-P(A)

2. A probabilidade de um acontecimento impossivel é zero.

P(@) = 0

3. Se A, Be C sao acontecimentos incompativeis dois a dois, entdo:

P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C)

4. Se A e B sdo dois acontecimentos incompativeis quaisquer, entao:

P(AUB) =P(4) + P(B) - P(A N B)

Definicao classica (lei de Laplace)

Quando lancamos uma moeda equilibrada, aceitamos que qualquer uma das suas faces ==
exactamente a mesma possibilidade de aparecer que a outra. Isto €, a probabilidade do acon=
cimento A, é a mesma do A,. Dizemos, entdo, que os acontecimentos elementares s==
equiprovaveis.
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Lei de Laplace

Se o0s acontecimentos elementares sdo equiprovaveis e incompativeis dois a dois, a probabili-
dade de um acontecimento A é igual ao quociente entre o nimero de casos favoraveis ao
acontecimento e 0 nimero de casos possiveis.

P( WL ntmero de casos favordveis
“ " ntimero de casos possiveis

Exemplos
1. Vamos calcular a probabilidade de que, num lancamento de um dado perfeito com as
faces numeradas de 1 a 6, se obtenha:
1.1 Um ndmero par
A =12, 4, 6} — 0o namero de casos favoraveis ¢ 3.
U={1,2,3, 4,5, 6] -0 namero de casos possiveis ¢ 6.
P(A) = % = % ou P(A) =0,5 = 50%.
1.2 Um nuamero nao inferior a 5
A =[5, 6} — o nimero de casos favoraveis € 2.
U={(1,2, 3, 4,5, 6} -0 nimero de casos possiveis ¢ 6.
!

P(A) :%:5.

9

Extrai-se uma carta, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Vamos calcular a probabilidade
de que:
2.1 A carta extraida seja um rei

Num baralho hé 4 reis. Por isso, 0 niimero de casos favoraveis € 4.

O namero de casos possiveis sdo as 52 cartas do baralho.

4 1
P(A) = EEL
2.2 A carta extraida seja copas
Num baralho ha 13 copas, por isso:
13 1

PA) =55 =7

41
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_ Exercicios resolvidos ]

I. Seis amigos foram lanchar a uma pastelaria e T (f—\
it e A
sentaram-se 20 acaso Numa mesa rectangular Q“,»‘ K% \-X/
com trés lugares de cada lado.
Vamos determinar a probabilidade de dois
desses amigos, a Joana e o Rui, ficarem yiiy —— e
( >< ) i >< b >/ |
sentados em frente um do outro. Ny AN N
Resolucao

O nimero de casos possiveis corresponde aos lugares ocupados pela Joana e pelo Rui. Isto ¢,
Ct’:
O nGmero de casos favoraveis é 3, porque na mesa ha trés possibilidades de ficar um em frente
a0 outro.

2

3 3
P(A) :TCT =E= 0,2.

2

2. O Antdnio abre, 2o acaso, um livro, ficando a vista duas paginas numeradas. Qual é a proba-
bilidade de a soma dos nimeros dessas 2 paginas ser impar?

Resolucio
A soma de um ndmero par com um nimero impar é igual a um nimero impar. Ora, das duas

paginas numeradas, uma tem nimero par e outra tem um nimero impar. Trata-se de um aconteci-
mento certo.

A probabilidade do acontecimento é |, isto é P(A) = |.

3. Dos ouvintes da Riadio Mogambique, 37% ouvem o programa «RM Desportoy, 53% ouvem
o programa «Ngoma Mocambique» e 15% ouvem ambos os programas. Ao escolher aleato-
riamente um ouvinte desta estacdo radiofénica, qual é a probabilidade de que:

3.1  Escute apenas um dos referidos programas’
3.2 Naio escute nenhum destes dois programas’

Resolucio

Observa o diagrama que ilustra o problema colocado.

L2238 60 L b
3.1 P(A) = W i ﬁ = 60% "',____?f_o_rf?__\ Iilg_of'i_a
ou 3 /// -\\\:{///" '“‘“x.\\.\
P(A) = <. /[ 2% /\ %
25 | st
32 Py = 2= 5% |||‘15% ,e"
\ \ /’r '.-"’
ou | M P4 %/
P(A) i Z' 259 e s =
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Exercicios resolvidos

4. A Zinha prepara-se para realizar um exame. Ela deve estudar 100 temas dos quais trés,

escolhidos ao acaso, sairao, de certeza, no exame. Por varias razdes, a Zinha prepara

I
apenas - dos temas.

Vamos calcular a probabilidade de que ela tenha estudado sé dois dos temas que sairdo no
exame.

Resolucdo |
A Zinha preparou A dos temas, isto é i 100 = 25 temas.
O namero total dos casos possiveis de sairem trés temas dos 100 é C'%°_.
O namero de possibilidades de sairem 2 dos 25 temas estudados é C*,.
O naimero de possibilidades de sair | dos 75 temas nio estudados é C7°,.
O numero total dos casos favoraveis é C’° -C*,.
C?S _C?_S
Uil
P(A) fit 00
i
5. Considera duas linhas consecutivas do triangulo de Pascal, das quais se reproduzem alguns
termos.

Indica o valor de a e de b.

Resolucdo

No triangulo de Pascal, um termo da linha seguinte é igual 2 soma dos dois termos consecutivos
== linha anterior. Por isso, vamos escrever:

36+a= 120

=+ 126=b

==zsolvendo o sistema, teremos:

B+ag=120 a+ 126 =5
a=120-36 b=2I0
a=84

= Numa turma da Escola Secundéria de Cambine ha 27 alunos: 15 raparigas e 12 rapazes.

O chefe da turma é o Carlos.

Pretende-se constituir uma comissdo para organizar uma festa. A comissdo deve ser

formada por 4 raparigas e 3 rapazes. Ficou combinado que um dos 3 rapazes da comissio

sera obrigatoriamente o chefe da turma.

5! Quantas comissdes diferentes se podem formar?

2.2 Admite que os 7 membros da comissio, depois de eleitos, ndo posaram para uma
fotografia. Supondo que eles se colocaram ao acaso, qual é a probabilidade de as
raparigas ficarem todas juntas?

43
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6.1

6.2

~ Exercicios re.SOIVidoS'

A turma tem 15 raparigas e |12 rapazes e o chefe & um rapaz.

As quatro meninas podem ser escolhidas de C'°, modos diferentes.

Como o Carlos faz parte da comissio pela forca do acordo, entio os dois rapazes podem
ser escolhidos de C'') modos diferentes.

N =Ch ), Cl =75 075

O niimero de comissdes que é possivel formar & 75 075.

As raparigas devem ficar juntas.

RMMMMRR R — rapazes; M — raparigas
MMMMRRR O bloco das quatro raparigas e trés
RRMMMMR rapazes pode dispor-se de 4! formas
RRRMMMM diferentes.

Por sua vez, as raparigas podem permutar entre de 4! maneiras.
O nimero de casos favoraveis é 7!
4! - 41

A probabilidade pedida é P(A) = T =0,114.

7. Os quatro primeiros nimeros de certa linha de tridngulo de Pascal sdo I, 11, 55 e 165.

Determina os dltimos trés nimeros da linha seguinte.

Resolucdo
Os trés primeiros numeros da linha seguinte sio I,12, 66.

UL S5 1 165
[k 12466220

Pela propriedade C", = C" _ os trés Gltimos nimeros serao 66, 12, |.
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Exercicios propostos

|. Calcula os factoriais seguintes:

10!

.1 I
4.7

1.2 2.5l
103!

1.3 Toir

L4 2001! + 2002!

' 2003!
20! — |8!

5 9!
211 — 9!

i 19! + 20!

2. Simplifica as seguintes frac¢oes:
n!
(n+ 1)
n!
=2+ @—1)
(n+ )(n+2)
(n—Di(n*+3n +2)
(n+ 1)4—2n!
nl+(n- 1)
n!
(n+ D!+ (=1

2

2.2

2.3

24

25

3 Calcula o valor de n, sabendo que:

3. ((::;)): = 56
-=5!_1
22 (n—3)! 28

33 (h—1)-n=24

(h-2)
(n—3)!
35 i%f)!mso
(n+ D! +2(n+3)
(n+2)! + (n+ 1) 4

34

¥

3.6
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Exercicios propostos.

. Determina n, sabendo que:

41 P, =120

42 P =720 x A,
Cn+|

43 —==12l
el

. Sabendo que C", = 6 — n, calcula p de modo que C""p = C””P_z.

H i 3 — n—| -2
. Determina n de modo que seja 7 - A", = (A", + A").
Um restaurante tem, para constitui¢do de uma ementa turistica (um prato principal e uma

sobremesa), 5 pratos diferentes e 6 sobremesas diferentes. De quantos modos diferentes
pode ser constituida, neste restaurante, uma ementa turistica?

. Considera dez pontos diferentes A, B, C, ... de uma circunferéncia.

8.1 Quantas rectas distintas definidas por esses 10 pontos!
8.2 Quantos tridngulos distintos sio determinados pelos 10 pontos’

Determina o nimero de comissdes com trés membros, sem diferenciagdo de funcbes que

podem ser formadas, escolhidas entre 5 raparigas e 5 rapazes.
9.1  Sem qualquer restrigdo.
9.2 Com duas raparigas e um rapaz.

" O Vinicio tem 4 discos de Zico, 3 de Stewart e 3 da Dama do Bling. De quantos modos

diferentes pode o Vinicio oferecer trés discos de autores diferentes ao seu amigo Carlos?

. Numa reunido estio |2 pessoas. Quantas comissdes de 3 membros podem ser formadas,

com a condicio de que uma determinada pessoa A esteja sempre presente e uma outra
pessoa B nunca participe com a pessoa A

. Simplifica as fracgdes seguintes:

(n+ 3)ln + 1)!
25 4
(+3)+ @+ 1)
2.2 (n +2)!
Iz3m+m;mum
(n+ )t —2n!
24 e m=1)
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P

Exercicios propostos

Lad

- Calcula n, sabendo que:

3.1 A =56
132 C =28
33 C% =3%

ntl
|
134 5 A, =90,
3.5 3A7 = 5(A™, + A

7
13.6 C”S = 5 A”'23

- Para acompanhar a selecgdo nacional na Copa de Africa, é preciso formar-se uma equipa
media que integre dois médicos e trés massagistas.
Sabendo que estdo disponiveis quatro médicos e cinco massagistas, de quantas maneiras
diferentes pode escolher-se a constituicio da equipa médica?

L

- Varias pessoas encontraram-se numa festa, tendo cada uma delas cumprimentado cada das
outras com um aperto de mio.
Alguém contou que terd havido exactamente 78 apertos de mio. Quantas eram as pessoas
na festa?

(A3

Estd a organizar-se uma visita de estudo de uma turma da 122 classe mas, devido a pro-
clemas de instalagées do local a visitar, apenas podem deslocar-se 9 pessoas que deverio
depois apresentar um relatério aqueles que nio puderam ir. No grupo, deveri incluir-se dois
professores da turma e um membro da Direccio da Escola.

Sabendo que a turma tem 15 alunos e 6 professores e a direccio tem 5 membros,

de quantas maneiras € possivel organizar a comitiva?

A Direccdo de uma associagio de estudantes tem oito membros. De quantas maneiras
diferentes podem ser escolhidos, entre eles, um presidente, um vice-presidente, um
secretdrio e um tesoureiro, sabendo-se que nio é permitida a acumulacio de cargos!

[

Cinco amigos vdo ao cinema e ficam em lugares consecutivos de uma mesma fila.

'8.1 De quantas maneiras diferentes podem sentar-se?

‘8.2 Supde que dois deles sio namorados e exigem ficar ao lado um do outro. Quantas
hipétese diferentes de arrumacio restam?

= Considera o conjunto A = {0,1,2,5,6,8}.

19.1 Quantos niimeros impares diferentes de quatro algarismos distintos se podem repre-
sentar com os elementos do conjunto A?

192 Quantos nimeros distintos maiores que 200 e menores que 2000 se podem repre-
sentar com os numeros os elementos de A, sem se repetir os algarismos?
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20. Colocaram-se num saco cinco bolas de cores diferentes, verde, azul, amarela, vermelha e
castanha. Tira-se sucessivamente uma bola até sair amarela.
20.] Quantos casos diferentes ha em que a bola amarela saia em tltimo lugar?
20.2 Quantas sio as possibilidades de que a bola amarela nio saia Gltimo lugar?

21. Determina o nimero de comissdes com quatro elementos que podem ser formados, esco-
lhidos entre 10 funcionarios administrativos e 20 funciondrios auxiliares de uma escola.
21.1 Sem quaisquer restri¢oes;

21.2 Sendo dois administrativos e dois auxiliares;
21.3 Sendo pelo menos dois administrativos

22. Considera os algarismos do conjunto {0,1,2,3,6,70}.
22.1 Quantos nimeros com quatro algarismos diferentes podem formar?
22.2 De entre esses niimeros, quantos sio pares?
22.3 Quantos nimeros de quatro algarismos distintos contém os algarismos 3 e 72

23. O Jodo vai oferecer sete livros, podendo escolher entre |0 obras de Eca de Queirds e 8 de
Camilo Castelo Branco. Quantos presentes diferentes pode escolher admitindo que:
23.1 Trés dos livros sio de Camilo e os outros de Eca?

23.2 No maximo trés dos livros sio de Camilo!?
23.3 Pelo menos trés sio de Ega?

24. Um aluno tem de responder a 6 questdes num teste de 10 perguntas. De quantos modos
diferentes pode fazer a escolha, se:
24.1 Nio houver qualquer solugio restritival
24.2 Nao pode responder simultaneamente as duas primeiras?
24.3 Tem de responder pelo menos 5 das sete primeiras questoes?

25. Aplica a férmula de Newton para o desenvolvimento de:

25.1

X+ —
X

25.2 (Vx - \ﬁ}s parax,y >0

_\/)—('6

3

[
26. Escreve, na forma simplificada, o 3.° termo do desenvolvimento de | — + ,sex>0
xl

4
e | ,
3 + o] » comx7# 0, calcula o valor de:

27.1 O termo médio para x = I;

27. No desenvolvimento de

272 x que anula o 2.° termo.




Célculo combinatério e probabilidades

Exercicios propostos

6

vx I
3 X

22. No desenvolvimento de , determina:
28.1 O termo em x';

28.2 A soma dos coeficientes binominais.

25 Uma pessoa tem de tomar diariamente, 2 mesma hora, 2 comprimidos de vitamina C e |
comprimido de vitamina A. Por engano, misturou todos os comprimidos no mesmo frasco.
Os comprimidos tém o mesmo aspecto exterior, sendo 20 de vitamina A e 35 de vitamina C.
Ao tomar 3 dos comprimidos existentes no frasco, qual a probabilidade de cumprir as
indicacdes médicas?

22 No langamento simultineo de dois dados com faces numeradas de | a 6, determina a
orobabilidade de, ao multiplicar os dois nimeros saidos, o resultado ser 35.

[FE]

- _2nga-se um dado até sair face 6. A probabilidade de serem necessérios pelo menos dois

2ncamentos é;

Lad
b
o —

(FY)
()

Lad
s

o WY W —

—rco amigos vdo dar um passeio num automével de 5 lugares. Sabendo que s6 trés deles
==2=m conduzir, calcula o nimero de formas diferentes de ocuparem os lugares durante o

L

————— :'Q.

= Wz prova de exame da 127 classe, hd 9 questes de escolha multipla com 4 respostas,
255 2uzis uma s6 é verdadeira. Se um aluno decidir responder ao acaso, qual é a probabili-
=ce de

= Acertar em todas as respostas?

=2 Acertar em apenas duas respostas!
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No final desta unidade, deverds ser capaz de:

definir uma funcao;

determinar o dominio, contradominio e zeros de uma funcdo;
* representar graficamente uma fungao;
- averiguar a injectividade e a paridade de uma funcao;

identificar o dominio e o contradominio de uma funcao a partir da sua expressao algébrica;
« determinar a expressio da fungao inversa de uma funcdo injectiva.

Nocio de fungio e grafico de uma funcao

Sabemos que o perimetro de uma circunferéncia é funcio do raio da circunferéncia e que essa
funcdo se exprime pela formula P = 2 . 4 - ronde r designa a medida do raio e P o perimetro da

circunferéncia.

1 R am(r) | Perlmetradacwcun ferénr:ia(P)
| Py
2 41r
3 bar

-

Da-se o nome de funcdo ou aplicacdo fa uma correspondéncia entre um conjunto M e um
conjunto N se a cada elemento X de M corresponde um e s6 um elemento y de N.

M

ﬁM—-‘»I\]’

Simbolicamente:




Funcées reais de variavel real

Diz-se que x é o objecto ou variavel independente.
F ainda y = f(x) € a imagem ou variavel dependente.

No exemplo que damos do perimetro, P é a fungao, os valores que r tomam sao os objectos
e os valores dos perimetros para cada um dos valores do raio sao as imagens.

EERl Dominio e contradominio

Ao conjunto dos objectos de M chama-se Ao conjunto das imagens de N chama-se
dominio e representa-se por D.. contradominio e representa-se por CD, ou
Im f.

Consideremos a expressdo Vx* + 1, em que x é a variavel real. Trocando na expressao, x por
=m elemento qualquer de de R, obtem-se ainda um elemento de R. A fungdo definida pela
=xpressao VX2 + 1 transforma elementos de R em elementos de R. Diz-se, entao, que é uma funcéao
==zl de varidvel real.

Chama-se fungo real de variavel real toda a aplicacdo de um subconjunto de R em R.
Exemplo

1. Vamos verificar qual das seguintes correspondéncias representa uma fungao de variavel
real,

11 A i
g
——
>

1.1 Estacorrespondéncia representa uma funcio porque a cada objecto corresponde uma

imagem.

51



Unidade 3

1.2

1.2 Esta correspondéncia ndo representa nenhuma funcdo porque ha um objecto sem

imagem (d).

As funcdes reais de variavel real podem representar-se por graficos cartesianos. O grafico de
uma funcio real de variavel real € o conjunto dos pontos do plano cartesiano que tém (X, fx))

como coordenadas.

Exemplos
1. Vamos observar os graficos seguintes e, depois, justificar porque nen hum deles corresponde

a imagem de uma funcao.
1.1 vA

=y

Observa os pontos (1,1) e (1,2). Verifica-se que o objecto 1 tem duas imagens. Logs

nio se trata de uma funcao.

1.2

Observa os pontos (2,2) e (2,4). Verifica-se que o objecto 2 tem duas imagens. L.

nao se trata de uma funcgao.
Importante: se um grafico representa uma funcdo, nenhuma recta vertical © =

secta em mais do que um ponto.



L

Funcaes reais de varidvel real

2. Vamos indicar o dominio e o contradominio das funcoes representadas graficamente.

2.1

22

3.

DI.: xcR
CD: y €]-o0; 1[ U [2; +o0

e
S . Y

D x €[-6; +oq]
CD?’: y €[-3; -1] U {5}

De entre os graficos seguintes, vamos indicar aqueles que nao correspondem a funcoes
de variavel real e, depois, indicar o dominio e o contradominio dos que representam

D:x€]0;-0 [
CD:yeR

Tracando perpendiculares ao eixo dos xx pelo menos uma vai “cortar” o grafico duas
vezes. Logo, ndo se trata de uma funcéo.

O objecto 3 tem infinitas imagens. Logo, ndo se trata de uma funcao.

funcoes.
A B. ¢
VA VA VA
i X _—__—“'““m,\ X 3 ]
"n
A, Corresponde a uma funcdo real de variavel real.
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m Revisdo da funcdo do [.° grau

Observa as funcoes seguintes. Procura descobrir o que ha de comum nelas:

.« f)=8x+7

. f(x):%x—é}

o flx)=—4x +%

o flx)=V2x+2
Nota

Todas as funcoes sdo de R em [§;
Todas as funcoes sao do tipo f(x) = ax + bcoma, bER.

Toda a funcio do tipo f(x) = ax + b € uma fungao do 1.2 grau. Nota-se que 0 maior expoente
dexéol

O ntmero real a chama-se coeficiente angular (ou declive) e 0 numero real b chama-se coefi-
ciente linear (ou ordenada na origem).
s Seb=0eas=0afuncdo diz-se linear.
e Sea>0 fcresce e se a< 0 fdecresce.

Exemplo
1. Vamos considerar a funcao f{x) = -2x + 4.
1.1 Que nome se dé a esta func¢ao?
f(x) = =2x + 4 € uma funcdo do 1.° grau.

1.2 Qual é a sua imagem geométrica?

A sua imagem geométrica é uma recta crescente que intersecta o eixo do yy no ponto
(0, 4).

1.3 Determina as coordenadas dos pontos de abcissa 0 e 2 do grafico de f. Usa estes pontos
para desenhar o gréfico de f.

N jkr‘.r

f(0)=4—(0, 4)
f(+2) =0 —= (+2,0)

54
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Revisdo da funciao quadratica

Observa as fungoes seguintes. Procura descobrir o que ha de comum entre elas:

flx) = 2x*
flx) ==2x2+2x + 7
) = =x2— 1

flx) = —%x2+ V3x+2

Nota

Todas as funcdes sdo do tipo fix) =ax*+ bx+ccoma, b,cc Rea=0;
Toda a funcdo deste tipo € chamada funcido quadratica.

Toda a funcao do tipo y = ax? + bx + ¢ pode apresentar um dos seguintes casos:

1.°caso: a>0eA>0 2°caso:a>0eA <O
):J }.-Jl

| .\ |

\ / \ /
u. \/

\__/ 5 -
AN, X X
Concavidade voltada para cima Concavidade voltada para cima
Diuas raizes distintas Nao ha raizes
ifcasoia>0eA=0 4°casora<0eA>0
¥ i
III| ||l|
/ -
\ &
\
A / / \ 5
X =2, E : 1|."‘ "fl\/l ¥
_oncavidade voltada para cima Concavidade voltada para baixo
Traas raizes iguais Duas raizes distintas
3casota<0eA=0 6°caso:a<0eA<0
Jr‘j ¥ A

)

~-ncavidade voltada para baixo Concavidade voltada para baixo
—zas raizes iguais Nao ha raizes




56

15"‘.- -.«:':

Unidade 3

Exemplo

1.

Vamos determinar os valores de m para os quais a funcio f(x) = mx*>+ 2m - L)x + (m - 2)
tenha:

1.1 Concavidade voltada para cima;

1.2 Duas raizes reais distintas.

Na funcido dada temosa=m, b=2m-lec=m-2

11 m>0

1.2 A>0<= 2m-1?-4mim-2)>0
s dpmP-4m+1-4m>-8m >0
=4m+1>0
}H)—Z.

Conjugando as duas, temos a resposta final m > 0.

EEP Revisio da fungio exponencial

Observa as funcoes seguintes. Procura descobrir o que ha de comum entre elas.

e y:ZI

s p=2.3+4

e y=-2+4
Nota

* Todas elas sdo do tipo y =a* + b;
* A funcdo do tipo f{x) = ¢* com a € R, chama-se funcao exponencial;
* A palavra exponencial deve-se ao facto da varidvel estar no expoente.

Toda funcdo de K em R, do tipo f{x) = a* tal que a > 0 e a # 1 é chamada funcio
exponencial.

Exemplo

1

Dada a funcao f{x) = 3%, vamos indicar:

1.1 O dominio e a imagem de f;

1.2 Osintervalos em que f cresce ou decresce;
1.3 Classifica fquanto a injectividade.




Funcdes reais de varidvel real

Primeiro vamos construir o grafico de f.

yh

1.1 Df: xeR
CD:yeR

1.2 fé mondtona crescente.
1.3 A funcdo é injectiva porque tracando perpendiculares ao eixo das ordenadas, estas
intersectam-na uma vez.

WX

2. Dada a funcéo f{x) = (%) , vamos determinar:
2.1 O dominio e o contradominio de f;
2.2 Qs intervalos de x para os quais f cresce ou decresce;
2.3 Se fé injectiva.

YA

sy

21 DixeR
CD.:y€eR*

2.2 Analisando o grafico vemos que x, < x, < f(x,) > f(x,), logo a fungdo é sempre
decrescente.

2.3 Afuncdo é injectiva porque tracando rectas perpendiculares ao eixo yy, estes cortam
0 grafico num unico ponto.
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EBE} Revisdo da funcio logaritmica

Chama-se logaritmo de um ndimero positivo x na base ¢ ao nimero y tal que @ = x. Isto é:
y=logx (x>0,a> 0,a#1)
Exemplos

1. log,8 =3 porque 8 =2* -

2. log,8=-3 porque 8 = (—)
5 \2

Vamos determinar a fungio inversa (f™) da fungdo y = a*

y =a*< x =2, fazendo uma troca de x por y.

Isto é:

y =log x

A funcao inversa (f~') da fungdo exponencial chama-se funcao logaritmica.

-y

Toda a funcao do tipo y = log x pode apresentar um dos seguintes casos:

ax>1 O<a<l
}'T y1
v=log.x
i X
D:xeR DixeR
CDqye i CD:yeR
f é crescente f é decrescente
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Exemplos
1. Vamos determinar o dominio da funcao:
11 y=log,(5-x)
1.2 y=log,,, (5-x

Et S5-x=0
s

DJ;X{S

1.2 5—x>0ex+130ex+1=1
x<Sexz—lex=0

D.: x €1-1, S[\O}

Y]

Vamos determinar a funcdo inversa da funcdo y = log, (5 - x).
y=log,(§-x)=x=log,(5-)) = S5-y=2«ey=5-2"
Entdo f(x) =5 -2~

m Revisdo das funcdes trigonomeétricas

2 funcao trigonométrica é uma funcdo de varidavel real.

Nocio de radiano
Chama-se radiano a amplitude de um arco de circunferéncia de comprimento igual ao raio.

———— . |r| = |AB|
B

~

< formula que relaciona o perimetro de uma circunferéncia com o seu raio r € P = 2.
Tor isso, podemos escrever que 2w corresponde a 360°. Logo, conclui-se que:

~ 360° = 2m radianos.

= formula 360° = 2w radianos permite passar facilmente do sistema sexagesinal (em graus)
—zrz2 o sistema circular (radianos).
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Exemplo
1. Vamos converter x = 30 para radianos.

30° _ x

360° 27
_ 30(2 g 21

360°

T ;
S g radianos

Isto é, 30° = % rad.

=
2. Vamos converter X = ﬁ rad para graus.

e
I AT .
360° 2m
(AT
x = 360° x —;2‘—

y=1B”
Isto é, lTr_U tad = 18%
Nocio de periodo
Os valores do seno e do co-seno se repetem quando adicionados a amplitude do Znz==

2 rad ou qualquer multiplo de 2 rad.

e Ya:sen (a+n-2mrad=sena, n€Z
e Ya:cos(a+n-2mrad=cosa, HEZL
Diz-se que 2 é o periodo minimo do seno e do co-seno.
13 =
o ¥ x £A—+kmwrad: tg(x + n-mrad=tg x, n € Z
"2

Diz-se que € o periodo minimo da tangente.

NS determinacio do periodo duma funcao do tipo y = d sen (bx + ¢) + d, o periods =
™
= —
Pl

Estudo da fung¢do seno
Vamos rever o estudo feito na 112 classe da fungédo seno revendo algumas propriedadss

gerais.

e O dominio: x € |;
= O contradominio: y € [-1; 1];




i

* A funcdo seno é crescente nos intervalos {

* 4 funcao seno é decrescente nos intervalos [

Funcdes reais de varidvel real

* Os zeros da fungdo seno: x = nw; n € Z;
* Os maximos da funcido seno: x = 2nw +—w; H € Z;

2

o - 3
* Osminimos da funcio seno: x = 2nmw + —m; N € Z;

2

2nw -, 20w + 7],

g = 2

2nm+ w 2nw + 3]
2 ' 2

nez;

cned;

= A funcao seno é impar porque f(=x) = —f(x). Isto &, o grafico de uma funcao seno € simétrico

=m relacdo a origem do referencial;

* 2= € o periodo minimo do seno.

Zm baixo, observa-se um esboco grafico da funcio y = sen x.

v

.

=studo da fungio co-seno

“zamos rever o estudo feito na 11.* classe da funcdo co-seno recordando algumas propriedades
Ssais:

O dominio: x € B;

O contradominio: y € ;

nw+m
—_— 5 —ne

Os maximos da funcdo co-seno: x = 2nm; 0 € Z;

s zeros da funcdo co-seno: x =

Os minimos da funcao co-seno: x = 2um + 7w 10 € Z;

=~ funcao co-seno é crescente nos intervalos [2nw —m, 2nw]; n € Z;

A funcdo co-seno é decrescente nos intervalos [2um, ™+ 2nw|; n € 7;

2 funcéo co-seno é par porque f{-x) = f(x). Isto é, o grafico de uma funcgéo co-seno é simétrico
=m relacdo ao eixo das ordenadas;

2% € o periodo minimo do co-seno.
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Em baixo, observa-se um esbogo grafico da funcao y = cos x.

y=cCosx

1 ¥
S I
=31 An

Estudo da funcdo tangente

Vamos rever o estudo feito na 11.* classe da funcdo tangente recordando algumas propriedades

gerais.

ineZ;

? i

» O dominio: x € R\|"X “]
* O contradominio : y € R;

= Qs zeros da funcio tangente: x = nm; n € Z;

» A fungao tangente é crescente em qualquer intervalo em que esteja definida:
» A tangente € uma funcdo impar porque tg (—x) = —tg x;

= O periodo minimo da tangente € w.

Em baixo, observa-se um esboco grafico da funcdo y = tg x.

VA
y=tgx
I| ] | ]
] I ] I
."I I.l'l .,.-'I
A L
-3n s - .-'/ s ;’( To3m ,x'/ x
2 2/ 2/ 2/
I ) ]
| | | |
Exemplo

1. Dada a funcéo f(x)=3 + cos(2x), vamos:
1.1 Determinar o contradominio de f;
1.2 Esbocar o grafico de fno intervalo [-2m; 27];

1.3 Calcular f(%) 1l ff%)

!

i

N n
1.4 Determm.irf(x +ZJ'




11 y=321ey=3+1=4vy=3-1=2
CD; y € [2/4]

12 VA
N A Z
\.// 2__\ .//
e o P 3 wm <z
2 2 2 2
LT ™ T 1
I B . L Mo s
3)‘(6) 5+cos{2 6) 3+c053 3+2
5 5w ) 107} 10w
f[u?}-3+cos(—2- 3)_3+cos(—T)-3+ S——
T Sar 1 1
)+l eg+8g =8

14 f[x +%) =3 + Cos (Zx +%) =3 +cos (2x +%)

f(x + g) =3 +sen (-2x) = 3 —sen (2x)

Estudo da fungdo co-tangente

* Odominio: x € R\{nw}; n € Z;

* O contradominio: y € ;

* Os zeros da fungao co-tangente x: x = g +2nm; ne;

* A funcdo cotangente € sempre decrescente no seu dominio;
* A cotangente ¢ uma funcdo impar porque cotg(—x) = —cotg x;

* = ¢ o periodo minimo da co-tangente.

Im baixo observa-se um esbogco grafico da funcio y = cotg x.

Funcoes reais de varidvel real

RN

W

Insda D BOLRY
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Fun¢do homografica

Observa as seguintes funcoes. Procura descobrir o que ha de comum entre elas.

= =5
V= ox+3
i . 3%=3
T x-4
i
Y=7%
. 3
Y=+l
Nota
¢ Todos sao do ti of(x)—ax+b
P Tex+d

= As funcoes definem-se para x # —L—z.

ax+b
cx+d

= As funcdes do tipo f(x) = onde g, b, ¢ e d sdo ntumeros reais chamam-se fungdes homo-

graficas se ¢ # 0.

O dominio de uma funcao homografica f{x) = ‘:i :3 éxe R\(—%).

Grifico da funcdo homogrifica

v g » 1 ’
Consideremos a funcao f(x) = —. Vamos criar uma tabela de valores.
X

X | | |
slalz|v|2|%|m®] wo 10 000 WX = +oo
' 2 | 4 |70 00 10 000 i
D S——

= 64
"-.f'_‘...,‘,_,...—-—_--'_"_:"-'_, il




Funcdes reais de varidvel real

Observando o grafico, notamos que:

* Quando x — +oc; y — 0. Diz-se que Jim f=0%
* Quando x — 0% y — +0c. Diz-se que ]ir(l)xf: +00;
x—=0+
* Quando x—-oc; y—0-. Diz-se que Jim f=07
* Quando x—0-; y—-c. Diz-se que IiI{I}l fx) = —oc;
x—=0-

* Arecta x = 0 chama-se assimptota horizontal (AH);
* Arecta y =0 chama-se assimptota vertical (AV).

Vamos enumerar algumas propriedades das funcdes homograficas:

d
* D:R\{-—;
] ¢
. A\/:x:—é;
G

o ATH: y:—?;

~

* O centro do grafico é o ponto {—g, %);

O zero dafungéoéax+b:0@x:—g;

A ordenada na origem é f(0) = g;

A funcdo € injectiva e nao sobrejectiva.

Exemplo

L Sejaflx) =

L1 calcular os zeros de f;

1.2 calcular a AV e AH;

1.3 indicar o centro do grafico;
1.4 esbogar o gréfico de f;

x5
, Vamaos:
x-3

1.5 classificar a funcao quanto a injectividade.

L1 2x—5:0¢x=%

1.2 AV:X=%=3
AH:y:%zZ

1.3 O centro é (3,2).
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1.4 = '

[¥%]

]

]

]

]
Ll

"y

-

1.5 fé injectiva porque tracando paralelas ao eixo das abcissas, estas cortam o grafico num
36 ponto.

Operacoes entre funcdes

Soma e diferenca de fungdes

Dadas duas funcoes de variavel real fe g, chama-se soma (diferenca) de fe g e designa-se por
f+ g (f-g & fungdo com as seguintes caracteristicas:

O dominio € a intersec¢do dos dominios de fedeg: D, =D N D,
¢ (f£8)X) =) £5(), ¥x €D,

Multiplicagdo de fungdes

Dadas duas funcdes de variavel real fe g chama-se produto de fe g e designa-se por f- 2
a funcdo com as seguintes caracteristicas:

¢ O dominio ¢ a intersec¢do dos dominios de fedeg: D, =D ND
e (-9 =fx)-g(x), ¥xeD,

Divisdo de fungdes

Dadas duas funcdes de varidvel real [ e g, chama-se divisdo de f por g e designa-se por —
a fungdo com as seguintes caracteristicas:
()

[ ] 7 f . )
WX € D‘_g. egx) #0, f;) (o= 3x)

Exemplos

' 1 I .
1. Sendoflx)=2x+3eg= TN vamos efectuar e indicar o dominio de:

11 fig 1% Fig L3 fig 1.4 f

2 - 2
1 2x +3x+2x4+3+1 _ 2x +5X+4,D:[[€\{—1}

x+1 231 T ox+1
1 _ 2430+ 28431

: —g=(2x+3) -
L2 f-g=@2x+3) x+1 x+1

1.1 f+g=02x+3)+

L D: R\|-1}
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1 2x+3
1.3 f-g= OO R ik By
3 [-5=02x+3) il s 12 R\{-1}
1.4 g:(zx—;g)=(2x+3).(x+1):2x3+5x+3,D:R\{—1}
x+1

Funcdo injectiva, sobrejectiva e bijectiva

~uncido sobrejectiva

Considera a funcdo representada abaixo.

r

S¢ja uma fungdo fde A em B. Diz-se que fé uma fungao sobrejectiva se e s6 se a imagem de f;

“= seja, o contradominio, for o proprio conjunto B,

Fésobrejec y=1e)
Exemplo
1. Vamos verificar se as fungdes representadas a seguir sdo ou nio sobrejectivas.

Tl T2 v A

™
e

1.1 A funcao nao é sobrejectiva, pois 1.2 A funcédo ndo € sobrejectiva porque nem

4 nado € imagem mas pertence ao todos os y sdo imagens de objectos x.

L] t hy

conjunto B.

1.3 A funcdo € sobrejectiva porque qualquer elemento
de y € imagem de pelo menos um objecto x.
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Funcdo injectiva

Considera a funcdo f representada abaixo.

Seja f uma funcio de A em B. Diz-se que f é injectiva se cada elemento do conjunto B for

imagem de apenas um elemento do conjunto A.
féinjectiva se ¥ x, X, EA, X, =X, = flx,) # fx,)

Exemplo
1. Vamos verificar se as funcoes abaixo sao ou nao injectivas.

11 1.2 ra

1.1 A funcdo nio € injectiva, pois b 1.2 A funcdo ¢ injectiva.
e cem A tém a mesma imagem
em B.

1.3 4 1.4 4

Hy

oy

1.3 A funcdo ndo é injectiva porque 1.4 A a fungdo € injectiva.
ha pelo menos um elemento de
y que € imagem de dois
objectos.




Funcdes reais de varidvel real

~un¢do bijectiva

Considera a funcédo fde A em B.

Diz-se que f € bijectiva se e s0 se f for ao mesmo tempo sobrejectiva e injectiva.

£ bijectiva se f ¢ sobrejectiva e injectiva.

Exemplo
1. Vamos verificar se as funcdes abaixo representadas sdo ou ndo bijectivas.

1.1 1.2

VA VA
X‘r- ;
1.1 A funcdo é bijectiva. 1.2 A funcdo nao € bijectiva porque nao €
sobrejectiva.
L3 ya 1.4 VA

= o«

1.3 A funcdo ndo é bijectiva 1.4 A funcdo nao é bijectiva.
porque nio é injectiva e
também nao é sobrejectiva.
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Como verificar se f é sobrejectiva, injectiva ou bijectiva?

Sobrejectiva Injectiva Bijectiva

¥ A VA VA

it

=y
=
sl

Tracando paralelas ao eixo Tracando paralelas ao ao Qualquer paralela ao eixo

das abcissas, estas inter- das abcissas intersecta o

eixo das abcissas, estas

sectam o grafico em pelo intersectam o grafico uma grafico num tunico ponto.

menos um ponto (nio é sO vez.
injectiva porque o ponto

y, tem varios objectos).

Funcio inversa

Seja fuma funcao injectiva de A em B. A relacao inversa de B em A denomina-se funcao
inversa de f e representa-se por /. ! i

fla) =1 ) =a
ftb)=2 (2)=b
f(3)=3 Fi3)=¢

Se fef' sdo duas funcoes inversas, os graficos respectivos sdo simétricos em relacio a bissectriz
do 1. e 3.7 quadrantes.

B
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Exemplo

1. Vamos determinar a expressao que representa a inversa das seguintes funcoes:
2x+3

Y= 3-1

12 y=3x-1

1.1

2x+3 1
=—D. =
Bx=1" r¥"3

Trocando x por y e y por x, teremos:

1.1

2y +3
XZB;—-I
2y+3=3xy-x
2y-3xy=-—x-3
y2-3x)=-x-3

x-3 x+3
T2-3x 822

«2¥+3=x(3y-1)

: x+3
Logo, flx)=y= ey

1.2 p=3x-1
Trocando x por y e y por X, temos:
x=3y-1

x+l:3y©y=x+%

Logo, f'(x) =x + %
Func3ao monétona

Uma fungio y= f(x), diz-se monétona num dado intervalo, quando ¢ crescente ou decrescente
—=sse intervalo.

= A funcao f € crescente num intervalo C, se: ¥V x,, x, & R':"_xl,':é.lxzé:-ff(gc‘i_) >f(x i _
* A funcéo f é decrescente num intervalo C, se: V x,, x, € R: x> x,= flx) < flx,). |

Exemplo
i 't 223 X >3
[ decresce f cresce
2 £

s




Unidade 3

Funcdo par e fung¢do impar
Analisa os graficos seguintes.
}J -

p==2xt+2

/I\

A
Nota
. fi-1)=f1) © —f(-1)=f1)
. f-2)=f2) ¢« —f(-2)=f2)
Se atribuimos valores simétricos Se atribuimos valores simétricos
a x, obteremos o mesmo valor de y. a x, obteremos o mesmo valores
Diz-se que a funcao € par. simétricos de y.

Diz-se que a funcéo é impar.

¢ Uma fungao diz-se que € par se e s0 se f(-x) = f{x), ¥ xED.
* Uma fungdo diz-se que € impar se e 56 se fl-=x) =—fl0), Vx & D.

Observacoes

O grafico de uma fungao par € simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas. O grafico de uma
funcio impar é simétrico em relagdo a origem dos eixos coordenados.

Exemplo
1. Vamos verificar se as seguintes fungoes sdo pares, impares ou nenhuma delas.
141 fixy=x
Nota que f{—x) = —f(x).
Assim, a funcdo € impar.

1.2 fix)=x*-4
Nota que f(-x) = (-x)* - 4 = x* — 4. Ou seja, f(-x) = f(x).
Assim, a funcao € par.

1.3 fix)=-2x+3
Nota que fl-—x) = -2(-x) + 3 = 2x + 3.
Esta funcio ndo é par nem {mpar, visto que f(x) ndo é igual a f(-x), nem ¢é iguz.

a —fl—x).
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Funcdo composta

Considera os conjuntos A, B e C e as funcdes [ e g definidos em baixo:
A={-1:0;1;2}

B=1{-3;0; 3; 5; 6)

C={-6;0; 6; 12}

alpssc

h

Nota
* fi-1) =3 e g(3) =—6 e também g(-1) = —6; logo h(-1) = g[f(-1)];
* 10) =0e g(0) = 0 e também g(0) = 0; logo h(0) = g[g(0)];
* f(1) =3 e g(3) = 6 e também f{(1) = 6; logo h(1) = g[A1)].

Assim concluimos que h(x) = gffix)].

A funcio h chamamos funcio composta de g com f. A fun¢do composta representa-se por
2x)=glfx)Jouh=go felé-se gapos f.

Seja fuma funcdo de A em B e g uma funcdo de B em C. CI
gcom f; fifung do hde Aem C, deﬁmdacomo h(x) = glf)], p

fungdo composta de

Exemplos
1. Sendo f{x) = 2x - 1 e f{x) = 5x, vamos calcular:
L1 flgM)] 1.2 g[f(1] L3 glg(M)]

L1 g(1)=5ef(5)=9;logo flg(1)] =9
1.2 f(1)=1eg(1)=5;logoglfi] =5
1.3 g(1) =5 e g(5) = 25; logo g[g(1)] = 25

e
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Sendo fix) = 2x — 1 e g(x) = 5x, vamos determinar:
2.1 glf) 2.2 flgX)] 2.3 flf)] 2.4 glg)]

2.1 glfx] =25(2x-1)=10x-5

2.2 flgx)]=2(5%x)-1=10x-1

23 fIffl=22x-1)-1=2x-2-1= 2x -3
2.4 glg(x)] =5(5x) = 25x

Sabendo que f(x) = 3x e g(x) = 6x — 5, determina a expressdo analitica de:
31 (goHW 32 (fo) 33 (foH® 34 (09K

31 (gof)x)=6(3x)-5=18x-35

3.2 (fogx)=3(6x-5)=18x-15

33 (fofN@)=303x) =%

34 (gogx)=6(6x—5)—5=36x-30-5=36x~-35

Sabendo que g(x) = 8x e g[f(x)] = 16x + 32, vamos determinar f(x).

Trocando, em g(x), x por f{x), teremos:
glfx)] = 8[f()] = 81f(x)] = 16x + 32
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Exercicios resolvidos

I. Determina o dominio de existéncia das seguintes fungdes:
Ll oy = log (x—7)
2| ye=log (=)
1.3 y=log,(9-x3)
3

14 y=log,,(6 +x—x)

Resolucdo

By = log (.~ 7)
D:x-7>0%sx>7 < xe]7 +oal.

12 y=log, (I —x)
Dil-x>0<x<| <« xe]l-oc; [

1.3 y=log, (9—x%)

i]
D9 xt =0 x| =3 o xe ]33]
4 y=log,,(6+x—x)
Dy:6+x—x2>0#xe]-2;3[.

2. Resolve as seguintes equagdes:
21 V5 =02V5
292 ||| el = 0U5
23 | 5= 315 285 3%
5
24 2*“—5+2—*’=0

Resolucdo
21 V5 =02V% 22 21+ 5.2¢ =05
5§:%-5% %32*+5-2-2~=tas
X | I
53=5".53 >+10]:2:= 10,5
e 10,5 -2*= 10,5
Ahimine 2= |
X! l | 2:=10;
3T
)
< NS
i)
X——2.
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~ Exercicios resolvidos

2.3 5*=3+ 525 |5 3
(59— 3= I5 - (25— 3Y)
25— 3" = |5 - (25— 37
15(25*— 3%) — (25— 39 = 0
14(25~ 39 = 0
25+ =3

x_

3. Resolve as seguintes equacSes logaritmicas.

E} L

0.

30 log o x =3
32 (log,x)*+ 3 log,x = 4
3.3 log,x+log, x+log, x = |
34 log,(x+2)+log,(3x—4)=4
Resolucio
31 x=02*=8-10".
3.2 Fazendo log, x =y, obtemos:
yid Jy—4 =0y = | My =—4
log,x =l <= x =3 V log, x = —4
I
=4 =—
< x=3 1k
3.3 Vamos primeiro mudar para base 2:

76
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\

log,x log x
PR B <
108, X * 1o, 4 " Tog, 16

I I
log, x + ilogzx o+ Zlogzx =1

(I + 5 + Z)Iogzx =1

4
s log,x=1<logx=3

4 7
Al %
=07 ="t/

2 5 2
2420 D mn0

Seja: 2< = y temos:

JiiSES
+——— =
i 0
5
= A GRALIELLE T If =
y % =0
|
Y= 2l y2=5 |
2x’=y|=2\/2x’:y2=5
=1 v o=
x=1 Vv x=-|

34 log,(x*+2)*log,(3x—4) =4
log, (x + 2)(3x—4) =4
x+2)B3x—4)=2"=16
3X*—4x+6x—-8-16=0
3*+2x-24=0
x=-3,18 Vv x=25l

Dominio de existéncia:

bk s ) x> -2
4
{3x-4>0 i { K
4
D:xe]§;+oo[

X > —2 nao serve, pois esta fora
do dominio da expressdo. Logo,
x=2,51.
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Exercicios propostos

I. Classifica as fungdes seguintes quanto a injectividade (ou sobrejectividade).
I & [ VA I 2 VA

N L/
\ /—'z T

=y

_
i

2. Esboca os grificos das seguintes funcdes:
21 y=x-3
22 y=3x
23 y=2
24 y=—x+3

3. Calcula as raizes (ou zeros) das seguintes fungées do |.° grau:
3. fxy=—x+5
32 f(x)=2x-3
3.3 flx) = —4x

L)

|

x + |

34 f(x) =

LF¥)

. Calcula o vértice da parabola y = 2x* — 3x — 2.

. Traga o grifico da fungio y = x* — 6x + 8.

L

. Calcula o valor maximo (ou minimo) da fungéo.
6.1 y=-x*+6x
62 y=x*—-8x+ 12

[ )

77
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~ Exercicios propostos

I
7. Calcula o valor de m para o qual o valor minimo da fungdo y = x*— 5x + m seja 4

Y

Recorda que V 20 4a

8. Qual é a drea maxima de um rectangulo que tem 36 m de perimetro!?

9. Um corpo é lancado obliquamente a partir do solo, descrevendo uma trajectoria parabolica
de equagio y = —x*+ |0x (x e y em metros).
Calcula:
9.1 A altura maxima atingida pelo corpo;
9.2 A distincia do ponto de langamento até o ponto em que o corpo cai no chio.

10. Classifica as fungdes seguintes em crescentes ou decrescentes.

i
100 f() =|3
10.2 f(x) = (V2)*
10.3 f(x) = 10*

Il. Esboca, no plano cartesiano, o grifico das seguintes fungdes:
I flx) =27+ 1
1.2 f(x) =2

[2. No «centro social» da nossa escola, a temperatura ambiente é constante. A temperatura cc
cha servido no centro social é dada pela expressdo f{t) = 20° + 50° - 2-%* onde t indica o
tempo em minutos.

12.1 Calcula a temperatura do cha no instante em que é servido na chavena.

12.2 Calcula a temperatura do cha 10 minutos depois de ter sido servido na chavena.

12.3 Calcula a temperatura do cha passados 1000 minutos apds ter sido colocado na
chavena.

[3. A quantidade de mosquitos numa certa zona da cidade de Beira é dada pela expressao
Pt) = P 2%

Calcula a populagéo inicial P, de mosquitos, sabendo que depois de 30 dias a zona tinha
400 000 mosquitos [k = 0,1, t(dia)].

I4. Resolve as seguintes equagbes exponenciais.

141 4—64=0
142 81 -3=0
143 5-25¢=0
144 16=8"
145 9 -3 =

146 22-v/3* =36

78
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)” : ( )X
14.9 7"1"“2— 0
1410 x>+ 4x—-4,5=9
14,11 3#=2_-8] =0
14.12 4" + 47 = 320
M3 3%=2 « 32+ 75
14.14 72 +4 - Pt =347
14.15 51 = 51+ 24

3. Resolve as seguintes equagdes logaritmicas:

I5.1 log,x +log,7 =3

15.2 log, (log,x) =0

153 log3 —log5 =2

15.4 IogH(xT —-6x+ 10) =1
155 2log,x2—log,(9-2x)=0

|
156 log, (x+=

I
2) +log x = !oguJE
9
I5.7 log,4,5 —log x=log, 2——)()
I
15.8 5 log,, (x—9) +log, V2x— 1 = |

I
159 3 log, (x~5) = | = log, ¥2x—3

+
15,00 L 4 108X+ 2
5 I -log,x
I5.11 xozx = |6

15.12 xlal-2 = 27

#

5. Converte para o sistema circular.
l6.l 10°

16.2 100°
16.3 60°
164 180°

Funcgdes reais de varidvel real
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- Exer._c"i'_(':ios pr_dpo-_s'_fo's_ -

|7. Converte para o sistema sexagesimal.

i

17.1 Erad

217

17.2 3 rad

3

17.3 B rad

7.4 sl d
¢ g

I I
18. Considera a funcio f(x) = = sen x. Determina os pontos em que a fungdo toma o valor —.
2 P 4

19. Dada a funcio de variavel real definida por f(x) = 3 + sen %:
E).
o

m
-fl3)
19.3 Determina f(2x — ).

19.1 Calcula f(2m) e f

2
19.2 Calcula Tﬂ

20. Dada a funcio f(x) = 3 + cos (2x):
=51

=

20.2 Calcula o maximo;

20.3 Escreve a equacio dos zeros de f;

20.1 Calcula f(%) #f

204 Determina f(x <+ %)

21. Considera a funcio real de variavel real definida por f(x) = sen x —2:
21. Determina o contradominio de f;

21.2 Esboga o grafico da fungdo para x € [-, 7).

22. Determina o dominio da funcéo f(x) = tg

B
.

|
23. Seja dada a funcdo f(x) = 2
23.1 Determina o dominio de f;
23.2 Calcula a ordenada na origem;
23.3 Calculaa AV e a AH;
23.4 Qual é o centro de simetria do gréfico de f.




25. Considera as fungdes f(x) = i 2 ¢ gx) =

Funcdes reais de varidvel real

Exercicios propostos

. X
Seja f(x) = =0

241 Qual é o dominio da funcio;
242 Calcula o zero da funcio;

24.3 Calcula a ordenada na origem;
244 Calcula AV e a AH da funcio;
24.5 Esboga o grifico da fungio;

24.6 Classifica f quanto a injectividade.

. Para cada uma das seguintes fungbes calcula o dominio, as equacdes das assimptotas,

o centro de simetria, os zeros e a ordenada na origem.

2x
25,1 y=x+|
xty
g Y= 2x—3
4x + |
253 y= 3

‘- | I

T cosx
26.1 Determinafog;
26.2 Calcula (fo g)(x) sabendo que g(—x) = -2.

27. Dada uma fungio real de varidvel real h(x) = | — sen (4x):

27.1 Indica a expressdo geral de valores de x para as quais h atinge o seu valor maximo;

LA 3 T
a —) ,sabendo que sen x=—ex € ]_E, E[_

27.2 Caleula h 8 G

. Para x € [-m,m], resolve as seguintes equagdes:

28.1 sen 2x =—5

28.2 cos (2x 1 %) = |

. Resolve as seguintes equagdes:

29.1 cos (2x) —senx =10
29.2 senx—cosx= 1|

29.3 2cos?

+—
X
6

—3cos(x+%)—2:0

294 2sen’x—5senx+2=0

81
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~ Exercicios propostos

30. Considera as funcoes reais de varidvel real definidas pelas expregsées‘
a) y=1+2senx b) y=—l+senx ¢ y=cos{x—7
30.] Determina o contradominio da cada fungao;

30.2 Esboca o grafico de cada fungao no intervalo x € [-2m; 2m].

31. Sabendo que f{x) = —| + 2sen (2x), calcula:
il £l
3.2 f(0)
s o

314 ft-%] + f2m)

32. Sendo f(x) = 4x — | e g(x) = 5x, determina a expressio analitica de:
2.0 (fog)

322 (goNHEX)
2.3 (gog)
33. Sabendo que f(x) = 3x— | e flg¥)] = 5, determina g(x).
34. Sabendo que g(x) = 5x e (g2 f)= 15x — 5, determina f(x).
35. Se f(x)= x* e g(x) = X, serd que (fo g) & par © impar?
36. Se f(x) = 3x — | e g(x) = —x, serd que (g o f) é crescente ou decresente?

37.5e fix) = Vx—3 egl) =x-1, determina o dominio das fungdes (g o f) e (fo g)-

38. Dados as funcdes f(x) = 3x—5 e gx) =x + q, calcula o valor de a para que se tenha f[g(x)] =

glfel.

39. Sendo f(x) = 3x — 5 e g(x) = 2x —1, calcula:
390 (fog))
39.2 (goO0)

|
39.3 (foﬂ(—g—)
394 (gog(V2)
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Exercicios propostos

+0. Determina expressio da fungio inversa, quando existir, de cada uma das seguintes funcdes:

3

40.1 y=—x+ 7
40.2 y=log, x
40.3 y=2"+3
. 4x -2

x=1

= Traga o grafico da fungao inversa (se existir) das seguintes funcdes:
41.1 y4 41.2 yﬂ/
F— X X

31.3 rA 414 rA

\
L
’

<. Verifica, em cada caso, se a funcio é par, impar ou nenhuma delas.

421 y=12x

422 y=x*-3
(.

42.3 y=5x-3

424 y=|-2x+3|

83




‘Unidade 4

Sucesso6es humeéricas - funcoes reais
de variavel natural

No final desta unidade, deveris ser capaz de:
* determinar o termo geral de uma sucessao;
s resolver problemas préticos da vida que sdo conducentes a progressdo aritmética e ou
geométrica;
« verificar se uma sucessdo é uma progressao aritmética ou é uma progressio geometrica;
» calcular limites de sucessdes. '

PBE Nocio de sucessio

Suponhamos que se faca corresponder a cada ntimero natural n um determinado namero real
U, Se os valores de U, dispostos por ordem crescente de valores de 1, formam uma sucessao
infinita U,, U,,U,U,, ... ,U,; .. entdo:

» os valores de U, dizem-se termos da sucessdo; U, € o primeiro termo da sucessdo, U, €027
etc,;

e aposicao de cada termo é determinada pelo niimero natural i, denominado indice; U, diz-se
o termo de indice n ou termo geral da sucessao.

Por exemplo, considera o nimero de telemovel «8 236 3 6 00 O».

Obtemos assim uma sucessao em que a sequéncia de nameros (8, 2, 3, 6, 3, 6, 0, 0, 0) tem
9 termos, sendo o 1.° termo 8, 0 2.7 termo 2, o0 3.° termo 3,..., 0 9.° termo 0. Notamos, entao, que
numa sucessio, a ordem em que os termos aparecem € fundamental.

Um conjunto de nimeros que se apresentam numa determinada ordem, e formados de acordo
com uma lei de formacdo definida, chama-se uma sucessdo. Os ntimeros da sucessao sao chamados
termos.

Se o ntimero de termos for finito, a sucessdo diz-se finita; caso contrario, dir-se-a uma sucessao

infinita.
Exemplo
1. O conjunto de nameros {2, 5, 8,..., 20} constitui uma sucessao finita.
: , s 1 i | G - ;
2. O conjunto de nimeros {1, -, K 7,...} constitui uma sucessao infinita.

A menos que se especifique o contrario, trataremos sempre com sucessoes infinitas.
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I®R Termo de geral de uma sucessio

O termo geral de uma sucessdo define a lei de formacao da sucessido pela qual se pode obter
todos os seus termos. Isto ¢, fazendo n =0, 1, 2, 3,..., obtém-se o 1.5, 2.5 3°,... termos da
suCessao.

Por exemplo, se U, = 2n”— i e atribuirmos a » sucessivamente os valores 1, 2 e 3, obteremos:
. L’1:%-1+1:%
. L.'2=%-2+1=§
. Ci:%‘ 3+ 1 =%

Alguns exemplos de sucessdes simples sdo:
* sucessdo dos nameros naturais: 1, 2, 3, 4, 5, 6,..., n;
* sucessao cujos termos sao todos iguais (constante): 2, 2, 2, 2,..;
* sucessdo dos quadrados de niimeros naturais: 1, 4, 9,..., 12,...;

* sucessdo dos numeros impares: 1, 3, 5, 7,..., 2n-1,..;

m Representacdo grafica de uma sucessao

Vamos representar graficamente a sucessdao U = 2n - 1.

Atendendo que uma sucessio tem dominio I, a sua representacio grafica é sempre um conjunto
2= pontos isolados.

Sucessodes definidas por recorréncias

U =1

Consideremos a sucessdo V= .1 .
" U=n-U ,quandon=1,2, 3 4,)5,..

Nota que a segunda férmula permite calcular qualquer termo a partir do termo U,.

Assim representada, diz-se que a sucessdo esta definida por recorréncia.

Vamos calcular os primeiros termos da sucessdo. Teremos, entao:

* V,=2.U, =2.U,=2-1=2
. '._ 3.0, ,=3.U,=3-2=6
* V.=4.U, =4.-U,=4-6=24

e
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Exemplos
1. Vamos determinar os seis primeiros termos da sucessdo, sabendo que:
A=4 B, =5
1.1 { 1.2
Age 1 =0 nz2 B.=d+R . m@mz2

14 [4-3 4-3.4,=3 .
1.2 {59, 13, 18,23, 28, ..}

E®X] Monotonia de uma sucessio

Uma sucessdo U, diz-se crescente quando cada um dos seus termos € menor que o termo

seguinte. Isto é, uma sucessdo diz-se crescente quando U, < U, ,ou U,  -U, =0, qualquer que

n+l

seja o valor de 1.

u
ot Ut
) Rl B
]
7 : Uy UL
3+ ---- o |
! |
. : :
! |
|_‘—" : |
Fra gy i et

Exemplo

g 1 ?
1. Vamos provar que a sucessao U =n + S+ 4 é crescente.
Sendo que a hipotese é a de que a sucessdo € crescente, temos de provar que ¥n € 7
u o -U =0.
nl n
Assim, temos:

__nh+l+l  n+2
1T 2 m+1)+4 2n+6

Entao:

_n+2 n+l, ) _ (m+1)(@2n+6)
Vii= U= g6~ Grag ~ (2@ +Y) (2n + 4)(2n + 6)

e By
C(2n+4)(2n + 6)

A fraccdo ¢é sempre positiva, para todo e qualquer 7. Logo, a sucessao dada € crescents
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Limite de uma sucessao

AS sucessoes que crescem ou decrescem para um valor real a medida que aumenta 1 dizem-se

b - n+2 1
—onvergentes. Por exemplo, a sucessao U = o+ g Converge para o valor 7

Graficamente, temos:

1
Quando r — 40, U, — —.
----------------- e 2

Conceito de limite

Diz-se que uma sucessdo U, tende para um namero @ (ou tem por limite a), se 4 medida que
- indice n tende para infinito, a sucessdo converge para o valor a. Isto €, a sucessao U, tem como
“mite a se a diferenca U — g € infinitesimal.

Simbolicamente escreve-se:

iR

Consideremos a sucessdo seguinte:

123 910 99 9999  n
2374”7710 117 771007 7T 100000° a4+ 1

Representando os seus termos na forma decimal, temos:
0,5; 0,1(6); 0,75; - 0,9, ...0,99999; ...

Verificamos que cada termo da sucessdo fica mais perto do nimero 1 do que o termo
Znferior.

Diz-se, neste caso, que a sucessao converge para 1 quando # tende para +oc.

J_,_ ____________________
o & @
| a e
®
|
[ll T T T T T T ’”
I 2 3 4 & & 7
Escreve-se U, — 1 quando n — +oc ou Jim [ ]):1.
n+

Uma sucessdo que nao tem limite diz-se uma sucessao divergente.

Algumas propriedades das sucessdes convergentes:
* uma sucessao nao pode ter mais que um limite;
* o limite de uma sucessdo constante € a propria constante.

1__}!_m!,_l_%tﬁii‘.ﬂ{iﬁ%ﬂ?iﬁlﬂ’z?ﬂ
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PER] Propriedades dos limites das sucessdes

Seja U e V duas sucessoes convergentes e @ uma constante € R.

1. Limite de uma soma

O limite de uma soma ou de uma diferenca de duas sucessdes convergentes € igual a soma ou
a diferenca dos limites das sucessoes. Isto é:

nl—i»IHx ('U” = V”) » n]—iaryx- U” = nl—la-qunc V”

2. Limite de um produto
O limite do produto de duas sucessées convergentes € igual ao produto dos limites. Isto é:
Jim (U, x V)= lim U, x lim V,
3. Limite de um guociente
Sendo lim V, =0, temos que o limite do quociente de duas sucessdes convergentes ¢ igual
ao quociente dos limites. Isto &:

U lim U _
lim f=""= _ desdeque lim V =0
n=¥on ‘./n lim WV s +oo N
n

= o0

4, Limite de uma poténcia
O limite de uma poténcia duma sucessdo convergente é igual a poténcia do limite. Isto é:
3 W o— 1 o
H]—la-rwr'—lr)o (U”} B (nl—l*IEx U"}
5. Limite de um radical
O limite de uma raiz de indice constante de uma sucessdo convergente é igual  raiz do mesmo
indice do limite do radicando. Isto é:

- i H il .
nl—IbIB)c- U” — nl—l-IHx: U”

@ Operacdes algébricas de limites de sucessdes

Limite de um polinémio
Consideremos a sucessao cujo termo geral é um polinémio de grau p:
U =A P APy L+ Ap, onde A, A, ...,Ap eNepeN

Vamos calcular o limite da sucessdo:

j Al
lim U= lim AnP+An+..+A)= lim n Bgtdy ..

n—too N — +oc P n n
=A,- lim n, = +00, se A, >0e-oxseA <0.

H=—=+4oC

O limite de um polinémio é infinitamente grande (+oc) ou pequeno (-oc), determinado p==

termo de maior grau.
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Exemplos
1. Vamos determinar os limites das seguintes sucessdes polinominais:
1.1 U=-4n*+7n+9

1.2 U =7n*-15n+35

L1 lim U= lim (-4n®+7n%+9)= lim ('

# =] = roo =00
H == +00 n

715 .
1.2 lim U= lim (-/n*+ 15n*+5)= lim (7 . + i) =7+ 400 =+0c
fl—=+o0 " H— 4o H— 400 n

Limite de um quociente de polinémios

Consideremos a sucessao cujo termo geral € o quociente entre polindmios:

A
- q g-1 e 8
A =AM+ AN+ .+ BB Tt B,
o 1

Calculando o limite, devemos por em evidéncia o n de maior expoente:

q(ﬁ +Aq) e EhEl
B A = i . n R . . Ay se q=m
=00 M H—s 400 (B0+ BI B ) B Bn il
nel—=_ >4 .+ ==tk
n nm 0 seqg<m

Em suma:

* 3e 0 grau do numerador for maior que o grau do denominador, o limite é +oc;

* Se o grau do numerador for menor que o grau do denominador, o limite é zero;

* Se o numerador e o denominador tem o mesmo grau, o limite é o quociente dos coeficientes
dos termos de maior grau.

¥ indeterminacdes

=0 procurarmos o limite de uma sucessdo, pode surgir-nos um simbolo de indeterminagio
“omente como um valor aparente, tornando-se necessario determinar o verdadeiro valor do
—mite, dizendo-se para o efeito que temos que levantar a indeterminacao.

Algumas indeterminacdes:

0

oG

110 x sol], [loe = aoll, [[1]], [loc]], [I0°]|

- fim de levantarmos as indeterminacdes, vamos estudar as regras operatérias dos limites, isto
= =z aplica¢do de limites as operacoes algébricas.
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Exemplos

1. Vamos calcular os seguintes limites:

1.1

1.2

1.3

1.4

im 2n+3
H— 400 jn 4

2n+3 2-40c+3 | 0| 4 : -
im —— ——— I, ¢ uma indeterminacao.
netc3n-4 3-+00-4 || +0

Vamos levantar a indeterminacao colocando n em evidéncia:

lim E{'2+E]— 2+:°€—2+0=%
”_;Hx:lll(;:ﬂ—-%) 3_% 3= 2B

im 2n*+3n+1
n—+x Sn’+n+5

; 2n*+3n+1
n—+00 512

a 2-+.’x;n+3-+:x'+l:” +00

O

S ot GO+ Hee) + 5 , ¢ uma indeterminacao.
S w00 oo

+00

Vamos levantar a indeterminacéo colocando n em evidéncia:
.'

n? j

lim (vVn’+n-n)
H—+30

w20

Ll b2

A

lim (Vn’+n-n)= ||+0c+00||, € uma indeterminagao.

=+

Recorda que (a + b) (a-b) =a*- b
Logo,

dim (Vn’+n-n})
(vVnZ+n-n) (¥Vn’+n+n)

= lim =
R (Vn®+ n+mn)
il o
= lim —=£n-1o
H—+cC - TS
n*(Jf— +1
n/
: n 1
= lim - s
n=ixn4+n 2
- (2n*-3n + 2)° ‘
n+e (30— 2n + 2n+7)

No numerador, o maior termo possivel é (2n?)% = 8n°.

No denominador, o maior termo é (3n%)? = 9n°.

f

Logo, o limite da sucessdo € igual a lim L B g
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Limite notavel

Alguns limites de sucessdes do tipo Hl_i;rgr*l_\C (U)" dao nos uma indeterminacao do tipo 1=,

. = / 1 T
Consideremos a sucessdo U = [1 + EJ e calculemos os termos desta, tomandon=1, 2, 3, ...,

: s+ &N
R 1 2 10 1000 100000 1000000000 ...
1-+%: il 2 1.5 Ll 1,001 1,00001 1,00000000 ..
BT AR
[1_+_;¢: il 2 2,25 27 271 .. iy [ 2718 ..

Continuando e tomando para n valores cada vez maiores, podemos notar que quando
=G, U2 7183
' Vv
O namero 2,7183... para o qual tende o limite da sucessio [1 + —J
oon
= designa-se pela letra e, Podemos entdo escrever:

chama-se namero de Nepper

It 1 it
hm(l +--.—..) =e
B ol

A este limite chamamos limite notavel.

Este limite aplica-se para as indeterminacdes do tipo 1~

Em sequéncia disto, se ) lgsz A " produz uma indeterminacao do tipo 1%, o calculo do limite
= dado por:

lim | A b= @ lm (A1)
i +<>Q "o .. it \

Exemplos
! 1"
1. lim [1+=| =(1+0)"=1=
H— +0¢ !
{ A1l ’ ] 1 s n
n]iql - I}iJ = e-"lllp“‘ B s 1.| Moedhnzel=g
: 2n + 1P
2. lim [ =
1 — + n |

3 2n + 1§ lim |M —11+ 3n)
ll]Tl __2 = @o=ix | In |
= £na n |

lim oL
= Qn=ix 2?‘

]

=€
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(3 + 2n|*" lim I'—.'..J‘ HO l|| -2n
1T e = @r=+=iln+1 !
n—=+oc {21 + 1/
gL
= pr2te 2n s
— CZ

4. Vamos calcular os seguintes limites de sucessdes.
fir . 2in+1
3n -3\~

1.1 e s e [
\3n + 1)

H—=+0G

Vamos substituir n por +o e teremos a indeterminacio do tipo 1~

'-3” =+ ]..l

(3n+1-4j2! , HE) I el
i ] N = 841 3
3n+1

n— +o | == ¥oc

Vamos levantar a indeterminacao.
1.2 processo:

" 1"| n+l
” Siil [T = [ 3
im Ll_ﬂ ll lim L
R ] e 311(1 +LJ
\ an|
n+1

(e—l),.”.‘l‘..\ S
e P
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2.7 processo:
Se a indeterminacdo é do tipo 1%, podemos levanta-la usando o seguinte método.

: g0 — ”I__i_:l-t__‘_(lr’(x] 11 g
JQim fix)}@=e

L (311 —3inxt i [30=8 )
iaim 3 =grsrxidn+el 03
3n+ 1!

=
[ =4 jnedl
o

lim =an 4
= @r~+= 9n+3

I
r'ul
Dl s

5 lim (1+

H— 4+

n+1l

Este limite leva a indeterminacao do tipo 17.

1 n n+1-1
lim (1+ ]: lim (1+ ]
n— 420 1+ fn— +x n+1!
i n+1 ! ]_ )—1
i . m-n - m, —H
_n]:l}:-gw(]-'- = n]—l-+-:>c(1+ i , porque a =d"-a
—e 1 =R

X3 Sucessio infinitamente pequena
e sucessao infinitamente grande

Nas seccOes anteriores, s6 consideramos a hipétese de limites com valores reais. Vamos estudar
> que acontece nos casos em que os limites sdo valores infinitamente grandes ou infinitamente
Tequenos.

SeU -aeV — +o¢, entdo lim U -V =+ oc;
n H H—=4+ma N i

u
v Sell —geV —0 entao lim —F£=+o;
n n "=+ V”
] = UJ!
» SelU —aeV —+o¢, entdo lim < =0;
n n =+ VH
U

» SelU —+oxeV — 0, entio lim =+0o¢;
n " ? H—s Lo

*» SelU —aeV —+oc,entio lim U +V =+oc.
n 1 4 [T "
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Progressoes aritmética e geométrica

Progressdo aritmética (PA)

Considera a sucessdo {4, 7, 10, 13, ...}. Repara que a diferenca entre um termo e o seu antece-
dente é um valor constante:
7=4=3;10-7 =3; 13—-10=3; .

O namero 3 chama-se razdo da sucessio.

Uma sucessao A _diz-se uma progressio aritmética (PA) se existe um miimero real d tal que
A e e i
Ao ntimero d chama-se razao da progressao aritmeética.
Exemplos
1.  Vamos provar que a sucessdo U = 2n + 1 € uma progressdo aritmeética.
-U=20+1)+1-2n+1)
=2n+2+1-2n-1=2

n+1

Logo, como d = 2 = constante, a sucessdo € uma progressio aritmétrica.

2. AsucessdoU = {4, 12,36, 72, ...} ndo € uma progressdo aritmética porque nao ¢ constante
a diferenca entre um termo e seu antecedente:
12 -4 =8 mas 36— 12 =24.

Termo geral de uma progressao aritmética

SejaA, =A, A, A, .., A, ..uma progressdo aritmética de razdo d. Entao:

A2=A]+d
A=A, +d=A +d+d=A+2d
e A=A, +d=A+2d+d=A +3d

A=A d=A+@-1)d

Aexpressao A, = A, + (n-1)d chama-se termo geral da pmgﬂe_sﬁo afi‘ch‘iéﬁca'porque permiss
obter qualquer termo da progressao.
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Exemplos

L. Vamos encontrar o terceiro termo e o 10.° da progressao aritmética, sabendo que A =8e
d=-5.

A=A +(n-1)d

A,=8+(3-1)x(-5) Ay=8+(10-1)x (-5
A,=8-10 A,=8-45
A, =-2 A, =-37

2. Vamosencontrar ostermos A, A, e A, da progressao aritmética cuja razdo é 3 e o primeiro
termo é 2.

A=A +(n-1)4d
A=2+4x3=14
Au=2+19x3=59

A, =2+100x 3 =302

101

3. Vamos calcular o termo A, de uma progressdo aritmética, sabendo que A, =55 ¢

A, =-25.
A=A +(5-1)d A, +4d =55 A =75
A=A +@-d  © A+20d==25 =-5

Logo, A =75+ 14 (-5) = 5.

Soma dos n primeiros termos de uma progressio aritmética

A soma dos primeiros 1 termos de uma progressdo aritmética é dada pela férmula:

s

n

Sabendo que A = A, + (n- 1) d, podemos escrever:

n 2A +(n-1d
S” = [Al =f A] + (n = ].)d] . E = —]27
Isto é:

A G

S .

H
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Exemplos

1. Vamos calcular a soma dos 4 primeiros termos da sucesséo dos nimeros naturais.
A=1
d=1

4=2.><14‘-2(4—1J'4

_2¥3)4
2

=10

S

2. Numa PA de razdo d = -3 o primeiro termo é 23. Vamos calcular a soma dos 15 primeiros
termos.
A =23
d=-3
n=13
i 3
S,.= 2.25+(15—1)-—§ 15
_46-42
=
4.15
2
=30

15

Propriedades da progressio aritmética

Cada termo de uma progressao aritmética é igual a média aritmética dos termos adjacentes.

Exemplo
T oAy 20 18,16,
A+A; 10+16

A__S\: 2 ——2'—:]3
A+A, 7+13

A soma dos termos equidistantes dos extremos de uma progressao aritmética finita € igual =
soma dos extremos.

Na progressao aritmética: A, A,, A, A,
A+A=A+ A,

Na progressdo aritmética: A, A,, A;, A, A;

2-A,= A+ A

-ivw .
-
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Exemplo
1. Para que valores de x é que a sucessao de trés termos x?, -3, ~5x forma uma progressao
aritmética?
2-(-3)=x*+(-5x) = x*-5x+6=0
x=2Vx=3

Sex=2=4,-3,-10 (d =-7).
Sex=3=9-3,-15 (d=-12).

Progressio geométrica (PG)

T

Consideremos a sucessdo A, = {3, 6, 12, 24, ...}.

6 5 12 . 24
Observa queguz, 3 = 12—2,

Isto &, é constante o quociente entre um termo e o seu antecedente.

O nimero 2 chama-se razio da sucessdo.

T2rmo geral de uma progressao geométrica

SeiaA =A,A, A, .., A uma progressdo geométrica.

A
e m+1 A -
L_omon-;l—— =r,entao A=A 1

L]
rjp
|
o= S
-

Exemplos
_  Vamos encontrar o oitavo termo de uma PG, se A, =1er=3.

A=A -r#
A =1.3=2187
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2. Vamos calcular a razao e o termo geral de uma progressao geométrica, sabendo que

1 0
NN .
A=ge4 " g0z
1
A]r”_AG Alr‘:g
I Y T 3 B e
ATd=A A= s Aprr= s
oo s_. 8 _ 1 5_ 910
87 8192 <« | " 817 1024 < [“2
- — TN S
"y A=gis A=1-38
= (=) <= = o
4 o1 gl
T4 o

Termo geral: ,

n-1
An = Ai.rﬂ—ln = An =8- [z]
ou

A =32.2

3. A soma dos trés primeiros termos de uma progressdo geométrica € igual a 6. A soma do
2.2 do 3° e do 4° termos € igual a -3.

Vamos encontrar o termo geral da progressao.
A+A+A =6 A +Ar+A+rr=6 A (l+r+r)=6
A+A+A=-3 Ar+ AP+ Arrt=-3 A(d+r+r)=-3

Dividindo membro a membro, obtemos:

AQd+r+r) 6 1 5 1 or A A 1
—_—— S —=—2 < =—= i e
Ad+r+r) -3 =7 =" Porde A, 1Ay
A D B T B

1 2 4)_ 4 =0 = Q-

Termo geral: A = 8- (—%)“ -
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“ropriedades de uma progressdo geométrica

Os produtos dos termos equidistantes dos extremos de uma progressao geomeétrica finita sao
“zuais ao produto dos extremos.

Na progressao geométrica A, A,, A, A A, A

ACA =A A

A-A =ACA

_'L_: = Al i Aii

Exemplo

1. U ={2,6,18, 54, 162}
2.162=654
182 =2.162

Cada termo de uma progressao geométrica de termos positivos € igual a média geométrica dos
=rmos adjacentes.

SeA =A, A, A, A, .. €uma progressdo geomeétrica, entdo:
A, = m
A= VALK,
Exemplo
1. Na progressao (2, 6, 18, 54, 162):
6=v2-18
18=v6-54

Soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica finita

SejaA, A, A, .., A uma progressdo geométrica finita de razador.
2 soma dos n termos é:

S__=A1+A2+A3+...+A

"

“amos multiplicar os dois membros por r:

r8 =R 4 BF + Aglbs AT

n

Logo, 75 =A, +A,+A, +..+A +AT
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Vamos subtrair as duas equacdes:
S“—r‘ Sn:Al +A2_A‘2+ A3_A3‘+ - An- F
S,1-n =AA -rmasA =A.r*!

Logo, S,(1-n=A-Ar*Lr
Sn(l = T) = A] 5 A]Tn — Al(l — rn)

| | _ '__'l'.l. _ A n__I
S=A (11 Q:) o Sﬂ=l_£r—_1_)

€ a soma de n termos consecutivos de uma progressao geometrica.
Exemplos

1. Vamos calcular a soma de oito termos consecutivos de uma PG, se A, =2 er=-3.

= (=3)"8 =
g _. =60 1 4654

i - = 3280

+3=-2

2. Vamos calcular A, e A , sabendo que r = .. n=6eS,=133.

3
{6
1-r¢ 1_[%

S,=A—l =4, —3 =133
%
1-64
A 122 =133 = A, =243
3
_9\5
Aﬁz243-(?2] :443-%:42

3. Um motorista de «chapa 100» foi multado cinco vezes, tendo o valor duplicado d= ==
vez que pagava uma nova multa. A altima multa foi de 816 meticais. Quanto -zz=

ao todo?
Al\jl\juus

*2 2 2 =2 Logo, r=2
A, =816
r=2
n=3y

(1-2%)
S:.,=511_2 A =AqP
S, =1581 816 =A, - 2*

A] =51

O motorista pagou, ao todo, 1581 meticais.
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X} Soma de n termos da progressao geométrica
infinita

Se|r|<1en— +x entdo:

Al =1 A,
b =g Tt

Exemplos

)

1. Vamos escrever, na forma de frac¢ao, o nimero decimal 2,(3).
2(3)=2+0,3+0,03+0,003 +...

Consideremos primeiramente a soma: 1
S,=0,3+0,03 +0,003 + ... é pois, uma progressdo geométrica de razio r = T0¢ A =0,3.

1 (1)11

~ae) _ 038 3.1

i j.1 9:10 9 3
10
1 7
2 = =t
B)=2+575

2. Vamos calcular a soma 2 + 0,2 + 0,02 + ...

0,2+ 0,02 + 0,002 + ... = 0*21 = g
;
10
2 20

2+O,2+0,02+0,002+...:2+§=-9—
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102

_ Exercicios resolvidos

|. Calcula o valor de x e a razio da progressio geométrica em que x + 3, 2x, 3x — 2 sdo termos
consecutivos.

Resolucdo
Se A, A, e A, sdo termos consecutivos de uma PG entdo AI2 =A A,

Assim: (2x)* = (x + 3)(3x — 2)
4xr=3x}+ Tx -6
X=Tx+t6=0<x=1Vx=6

|
sex=1=42, | er=i

4
sex=6=9, 12, I6er=§

2. Trés numeros cuja soma é 24 formam uma PA. Adicionando aos trés termos os nimeros 3,
2 e 6 respectivamente obteremos trés nimeros que formam uma PG. Quais sao os numeros
em PA? Quais sio os nimeros em PG?

Resolucdo
AL A AL =04 A A, A, pertencem a PA
(A,+2)" = (A +3)(A,+6) (A +3), (A, +2), (A, + 6) pertencem a PG

Resolvendo o sistema:

A+A+d+A +2d=24 Numa PA:
A+d+22=(A+3)A+2d+6) | A=A +(n-I)d
3A,+3d=24

A+d=8

(8+2)2=(A+3)8+d+6)

A=8-d = A=8-d

100 = (8 —d + 3)(14 + d) (11 = d)(14 + d) = 100




SucessBes numéricas - funcdes reais de varidvel natural

Exercicios resolvidos

“=mos resolver a equagio:
W —d)(14 +d) = 100
~=-3d+154—-100=0
£=3d-54=0
t=S%vd=6

sed=-9entio A = |7, AL =8 AlE
sed=6ent§ioA| =2,A2=8,A3= 14

sed=—9entioA| =20,A2= IO,A3=5
sed=6ent50Al=5,A2= 10, A, =20

= EZscreve na forma de fracgio o nimero decimal 2,05050505...

®=solucio:
~050505... = 2 + 0,05 + 0,0005 + 0,000005 + ...

I
é uma PG de razio 100 eA =005 en—=t+oo

1)"
|_...__..
2005) =2+ lim 0,05#:23@?

n—=+oo I )b
100

., 5 lse+5 iom

T T e
2,(05) = 223

Logo, 2,( )—99

£ Um viajante quis contratar um taxi para uma viagem que devia durar 9 horas. O taxista
pediu, por cada hora, 120 meticais, o que o viajante achou muito caro. O taxista propés que
Ihe pagasse 3 meticais pela 1.* hora, 6 meticais pela 2.* hora, 12 meticais pela 3.* hora e assim
em diante. O viajante achou a proposta engragada e aceitou-a de imediato. O taxista ganhou
ou perdeu, em relagdo a primeira proposta? Quanto?

Resolucio:
O viajante teria pago 9 - 120 Mt = 1080 Mt se tivesse aceite a primeira proposta.
Com a segunda proposta vai pagar 3 + 6 + 12 +..+ A, Trata-se pois da soma de 9 termos de uma
srogressdo geométrica onde A =3 er = 2.
— I -2° 51
.= Al(l[ _';) L= 3(—7_2i) & 5,23 -(_—|)= 1533
Com a segunda proposta, o viajante pagara 1533 meticais. Logo, o taxista ganhou a mais
1533 Mt - 1080 Mt = 453 Mt em relagio & primeira proposta.
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Exercicios propostos

|. Considera as sucessées seguintes e determina: U, U,, U, ..., Up.

1.1 Un=2n—[
n+2

1:2 U"—n_i_3

i3 Un=l+2n—l

n+2

n+3
termos da sucessio ou nio. No caso afirmativo, indica a ordem.

2. Na sucessdo Un = do exercicio anterior, verifica se os nimeros reais 0,9 e 1,25 sdo

3. Estuda a monotonia das sucessdes definidas por:

n
3.1 U"zn_'!'_l
_(2“
32 Cn-i
6— 1
33 A=
n n
34 U =é+(-l)
_nF3
g "+
2n+3
38 " 4n-—|

4, Investiga a convergéncia das seguintes sucessdes de termos gerais:
I

I (__])n - —sen épar
41 A= H 42 B =5n 33 A== —— 44 D= n
n i —| se n é impar
n’—n
3
51 CalculaU, U,eU;

5.2 Justifica que U ndo & mondtona.

5. Dada a sucessio U = + (=)~

6. Escreve uma expressio analitica que possa gerar a seguinte sucessao:
61 8,16,24,32,..
62 2.-2,2,-2,2,..
63 -2,2,-2,2,-2,..
64 4,6,8,10, 12, 14, ...




Sucessbes numéricas - funcdes reais de varidvel natural

Exercicios propostos

7. Das seguintes afirmagdes, indica aquelas que sio verdadeiras.

. Considera a sucessio Uﬂ =

n+ |
7.1 Aexpressio U = ST define uma sucessio.
7.2 0 dominio de uma sucessio é um subconjunto de R.
7.3 0 contradominio de uma sucessio é R.
74 Uma sucessdo é uma funcio real de variavel natural.
7.5 Uma sucessdo monétona e limitada é uma sucessio convergente,

7.6 Uma sucessdo monétona crescente nio é limitada inferiormente.

- Considera as sucessdes de termos gerais e calcula os primeiros trés termos de cada

sucessdo (n € N):

8l A =2
82 B =30
83 €5 1—2h

|
= {_|\n+1.__
84 D= (-l

. (n+2)- Iy
] = n+ |
. Considera a sucessio de termo geral A=
9.1  Escreve os cinco primeiros termos da sucessio.

9.2 Escreve o termo de ordem n —|.
9.3 Sera 1,02 termo da sucesssdo? E 1,017 Justifica a resposta.

n*—|

n
10.] Determina UI, U3, u,u

n+l

10.2 Verifica que 9,9 é termo da sucessdo e indica a sua ordem.
10.3 Sera 6 termo da sucessio? Justifica a resposta.

- Nas sucessGes seguintes, escreve o termo geral, de cada sucessao.

.1 —I,-4,-9,-16,-25, ...
.2 -1,2,-3,4,-5,6,-7, ..
H.3 1,3,9.27,8l, .
114 0,5,10, 15, 20, ..
1.5 0,1;0,0l;0,001; ...

;P Lr o |

1.6 i’ —Z, g. —'Iz, E,

105




12. Escreve o termo geral da sucessao:

12.1 Dos numeros pares;
2.2 Dos nimeros impares;
12.3 Dos multiplos e 3;

12.4 Das poténcias de 5;
|
12.5 Das poténcias de 3
| o
13. Mostra que A = §(n + 1) é uma progressao aritmetica.

|4. Mostra que B = n —n” ndo é uma progressao aritmetica.

15. Escreve os cinco primeiros termos de uma PA em que o |.° termo é —2 e a razdo &

|
51 2 15,2 =3 15:3= 154 0

2
16. Verifi soV = Y=
. VYeriTica se a sucessao — Un+|=Un+3

é uma progressao aritmética.
17. Sabendo que numa PA, U, = 14 e U, = 23, determina a razao da progressao.
|8. Dada a progressdo -5, —7, =9, —Il, ... calcula o termo geral e o termo de ordem 500.
19. Escreve o termo geral da progressao em que:

19.1 U =3ed=10

192 U,=-10ed=5

193 U, ~5=elU, =5

194 U +U,=28ed=3

20. Calcula a soma dos n primeiros termos da progressdo aritmetica.

20.1 6,18, 30,42, ... n=20
202 —6,-2,2,6, .. n=10
20.3 0,5.09; 1,3; n=18

204 A =35A,=75 n=100

21. Numa PA de razio —3, o sexto termo é —7 e o enésimo termo ¢ —247. Quantos termos =~

a progressao!
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Exercicios propostos

22. A soma do primeiro e quinto termos de uma PA é 26 e o produto do segundo e quarto
¢ 160. Calcula a soma dos primeiros seis termos.

23. Quantos nimeros divisiveis por 3 existem entre 100 e 10 000 exclusive?

=4. Calcula a soma dos doze primeiros termos de uma PA, sabendo que a soma do 2.° e do 5.°
termos é |4 e a soma do 3° e 7° termos é 8.

25. Determina a soma dos dez primeiros termos de uma PA, sabendo que a soma do 3.° e 6.°
€ 3 e que a soma dos seus quadrados é 45.

25. Calcula x tal que:
261 3+10+ 17+ . .+x=49
262 |24 3% 0k x =325

7. Escreve os cinco primeiros termos da PG tal que:
271 A =-3er=2

I
272 A= 10er=-2
273 A =~ler=-l
274 A=6eA =3
28. Verifica se sdo PG e, em caso afirmativo indica a razio da progressio.
I

2

n+3

28,1 5-° 28.2 28.3(-1)y"+!

29. Determina o termo geral de uma PG sabendo que:
291 A=3eA . =48er>0
292, A,=8eh =1
293 A =6eA-=I8
294 A,=8eA, =128

30. Determina o décimo termo de uma PG tal que:
30.1 U, +U,=-488 e razio é 3;
302 Ai=5eA,=-I0

31. A Ana descobriu que o namorado da Vitéria era o Satar. Num minuto, ela contou a quatro
colegas da escola e cada uma destas contou a outras quatro no minuto seguinte e assim
sucessivamente.

3.1 Quantos vdo transmitir a noticia ao fim de quatro minutos?
3.2 Quanto tempo levaria para que 3000 alunos estivessem a transmitir a noticia?
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Ao terminar esta unidade, deveras ser capaz de:

« explicar a nogio de limite de uma funcéo;

+ aplicar as propriedades dos limites de funces para o cilculo de limites;
« identificar as formas indeterminadas de limites de funges;

¢ calcular limites laterais;

* calcular limites notéveis;

» definir uma fungdo continua num ponto e num intervalo;

» identificar uma funcio continua dado o seu grafico;

+ determinar se uma fungio é continua, dada a sua expressdo analitica.

ERE Limites de uma funcdo

EAER Definicdo de limite de uma fungdo num ponto

O conceito de limite de uma funcdo é fundamental para o estudo e compreensdo do calculo.
A ideia intuitiva de limite é aproximar-nos o méximo possivel de um valor numérico e, mesmo
assim, nunca alcanca-lo.

Antes, porém, é conveniente observar que a existéncia do limite de uma fungao paraum valos
numérico b quando x tende para um valor numérico @, ndo exige que a fungao esteja definidz
no ponto a. Na realidade, quando calculamos um limite, consideramos os valores da funcdo t22
préximos quanto desejamos do ponto @, porém nao coincidente com a, ou seja, consideramos
os valores da fun¢io na vizinhanca do ponto a.
4x* - 16
2x-4
Vamos estudar o limite de f{x) quando x tende para 2.

Consideremos a funcao definida por, f{x) =

Observamos que para x = 2, a fungdo nao esta definida. No entanto, mesmo nao existinds
f(2), o limite de f{x) quando x tende para 2 existe e pode ser calculado da seguinte forma, fact=

rizando o numerador:

jigpy AR 5 By Do =8,
Y2 2x=4 X 2




Limites e continvidade de funcses

“zmos apresentar a definicdo de limite de uma fungdo segundo Heine:

Seja fuma fung:ao real de variavel real e a um ponto de acumulagio do dominio de f Diz-se

f tende para, b 'quando x tende para g e escreve-se llm f(x) b se e s se,atodaa sucessao

s de valores de x pertencente' i
: COIIESpondente a uma sucesséo de valores def flx) converge para b.

, domnno def; convergente para a, mas por valores naoi 1guais

=uncdo infinitamente pequena e infinitamente grande

Funcdo infinitamente pequena (ou infinitésimo)

- Selim () =0ou lim f(x)= 0 quando x—a ou x — +o0, a fungao f{x) diz-se infinitésimo.

Funcido mflnltamente grande (posntlva ou negatlva)

- Se hm )= ioo ou ]1m f) = ioo quando X—=a ou x— ieo, a fungao f(x) dlZ'-SE mﬁmta»
mte grande (posmva para 0 lumte igual a +oo e ‘negativa para o 11Hute Igual a —oo) A

Propriedades
Podemos enumerar algumas propriedades interessantes dos limites infinitamente grandes e

Dequenos.

* Asoma e o produto de dois infinitésimos, quando x — g, é também um infinitésimo.

* Sejam f(x) e g(x) dois infinitésimos, quando x — a:

a) x__“ ;; ((3 C # 0, as fungdes f(x) e g(x) designam func¢des da mesma ordem.
b) um % =C =0, entdo f(x) € um infinitésimo de ordem superior a g(x) por¢ ]

tende mais rapidamente para zero do que g(x). !

r( %
c) se lm; f 8 =1, entdo as fungoes f(x) e g(x) dizem-se equivalentes. Designa-se f&)’ﬁ,
Exemplos
1. sen x ~ x quando x — 0 porque ljm0 Sei: X1,
2. tgx ~xquando x — 0 porque lin%thX: 1.
X—
3. Sejafix)=x(1+vX)eg(k)=3x-x%
x(1+vX) _ x(1+vx) 1. - : ~

11_,0 3y 2 - um __—x(fi 0 "3 isto € f(x) e g(x) sdo da mesma ordem quando x — 0.

4. Sejaf(x)=5xegx) = EV_Z

lim SX

oV

=lim 5

f hm 5VX =0, logo f(x) € um infinitésimo de ordem superior a g(x).

109
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5. f(x) = x* é uma funcdo infinitamente grande positiva quando x — +oc porgus
lim x?=+00

X— +00
6. f(x)= xEZ ¢ uma funcao infinitamente grande positiva quando x — 2 porgus
lim 2 =400
=2 2—2

Limites laterais

Vamos estudar o comportamento duma funcdo quando x — 4, considerando uma sucessac =

e Ry 5oy X, A ValoFES de x que tendem para @ e sejam y,, ¥, ,Vy, - - - ¥, 08 correpondentes valor=s
de y.
Exemplos

1. Vamos considerar a funcio f(x) = 2x + 4. Atribuindo a x valores proximos de 2, mas menoz=s
que 2, temos:

199 19999 x—2 |
798 799998 y—=8 |

A

_\
:

Repara que para x —2- entao f(x) = 8, onde o sinal «—» significa que aproximamos x de 2, po2
defeito. Podemos escrever: liHZl fix) =8, onde 8 € 0 chamado limite lateral esquerdo.
i

Diz-se que 8 é o limite a esquerda de f(x) no ponto 2
Se agora atribuirmos a x valores proximos de 2, mas maiores que 2, temos:

20l [2,001 [200002  |x—>2
11802 |8.002 [800002  |y—8

Graficamente, temos:

)

'

L

]
]
1
1
1
|
P X




Limites e continvidade de funcaes
Repara que para x — 2* entdo f{(x) — 8, onde o sinal «+» significa que aproximamos x de 2,
—or excesso. Podemos escrever: lin?E fix) = 8, onde 8 é o chamado limite lateral direito.
T
Diz-se que 8 € o limite a direita de f{x) no ponto 2.

Observemos que em ambas as tabelas quando x se aproxima cada vez mais de 2, f{x) aproxima-
-s¢ cada vez mais de 8.

Uma funcao tem limite no ponto a se e s6 se existem e sdo iguais os limites laterais no ponto a,
T seja:

O limite de uma funcdo num ponto, quando existe, é Ginico.
Dizemos que existe o limite num ponto quando o limite ¢ finito.

Operacgdes algébricas com limites

Considera duas funcoes fe g convergentes e a € R.

_mite de uma soma

O limite de uma soma ou de uma diferenca de duas funcdes convergentes é igual a soma ou
< diferenca dos limites das fungoes:

B e ot w1

im (f+g) =lim f+lim ¢

=g

—mite de um produto

2 limite de um produto de duas funcdes covergentes é igual ao produto dos limites das

==c0es:
o (-9 = lim £ lim g
—mite de um quociente

~ limite de um quociente entre duas fun¢des convergentes, em que J]cl_I:IflIg’ = (0, éigual ao
“-ociente de limites das funcées:

!

'}_!ti_{%f

4=
Sl

—mite de uma poténcia

- limite de uma poténcia de uma fungdo convergente, com n € N, é igual A poténcia do

L X ol

n f = [lim ]()n
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Limite de um radical

Se f(x) é uma funcdo convergente e p um nimero real, temos que o limite da raiz de um=

fung¢io convergente de indice p € R é igual & raiz do limite do radicando:

Liog V7 = py/ T

Indeterminagdes

Consideremos o seguinte problema: Dados dois niimeros a e b, determina um numero x =
quea=b>b-x.
Examinemos este caso quandoa=0eb=0.

Trata-se, pois, de achar um nimero x, tal que O - x = 0. Ora, qualquer numero satisfaz esta condiczo
Portanto, o problema admite como solugdo qualquer nimero, por exemplo: 3, -5, 190, . . .
Deste modo, o simbolo — pode considerar-se como indicativo de um problema indeterminacc
e por isso se diz simbolo de indeterminacao.

Qutros simbolos de indeterminacdo sdo os seguintes:

0 oo

— —; 1= 00— 00; 0-00; 0% c0”

0 oo

Levantar a indetermingcéo é encontrar o valor limite, se existir (e diz-se neste caso que a inde-
termincao é aparente).

Exemplo
-1 . (x=Tkx+1)_ .. _
] x—lw%g? (x~1) _Ll—l-lfl(x+l]_2

EEfd Calculo de limites

Limite de uma funcio racional tipo lim —=

)

Para o célculo do limite de uma fungéo do tipo lim usualmente procede-se da seguinte

g(x)’

» coloca-se primeiro em evidéncia a poténcia maxima de f{x) e g(x);
» depois, simplifica-se e em seguida substitui-se x por +oc.

forma:




Limites e continuidade de funces

Exemplos
2x2—x4+3
x_8x+5
lim 2x*-x+3 _ +oo
=40 x3-8x+ 5 +oo

1. Vamos calcular lim
X—=+00

é uma indeterminacao.

amos proceder como em cima:
X 3
SN L

: .ZJ\tZ—x+3_1 2x% " 2x°
=+ x3_8x+ 5 A4 3( 8x S)
X 1—'—'5'+—5

X x

X 3

g 2(1-55+ 0]

X—+0a 8 5

+oo'[ 8 5)
. 3
+o0 400
_2
" 400
=0

_imites de fung¢des racionais do tipo lim 169
g(x)
Para o calculo do limite de uma funcéo do tipo lim % usualmente procede-se da
s=guinte forma:
* primeiro substitui-se x por a e, se f{la) = 0 e g(a) = 0, entdo obtém-se uma indeterminacdo
do tipo —;
* logo, factoriza-se os dois termos da fraccdo e simplifica-se;
* por fim, substitui-se x por a para obtermos o valor do limite.

Exemplos
1. Vamos calcular lim =l
s =1 x2+3x+ 2"
x% =] 1-1 0

lim

= =— éuma indeterminacio.
—=1x2+3x+2 1-3+2 0 ¢

Vamos proceder como em cima:

- b | = e+ -1)
-1 X243x+ 2 x>l (x+T)(x + 2)
= lim X1
i—=-1X+ 2
_-1-1
gD
_ =2
Tl

=-2 : _— 13
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x4+ 4a*x — 5a°

2. Vamos calcular lim 5
¥=a  x*-ax

Vamos usar a regra de Ruffini para a factoriza¢do do numerador:
- (X~ (x> + ax + 5a?%)

1 0 4g% |- 5a° lir =
a a a? | 5a4° R Eferl]
1 a 52 0 X2+ xa + Sa*

lim
Xe= 1

at+ a*+ 5q%  Ta?
= e — 7(1
a a

Limites de funcdes irracionais

Para o calculo do limite de uma funcao irracional, usualmente, procede-se da seguints
forma:
= primeiro tenta-se substituir x por a;
* tenta-se depois levantar a indeterminacao através da multiplicacdo pelo conjugado do nume-
rador ou do denominador;
= por fim, substitui-se x por a para obter o valor do limite.

Exemplos

VI+x-vI=x

1. Vamos calcular ling e
X—=

s
Iim'\/‘1+x~v1—x_1~-1

0 ; : s
=— € uma indeterminacao.

a—0 X 0 0
I Vigx-vi—x ... GV1+x=v1-2)1+x+VI-2x)
im =lim
20 X X0 (V1 +x+vV1-x)
¥ (1+x)—(1-x)

=0 x (V1 +x +V1-2x)

T+x-1+x

=le_13 x(VI+x+V1-x)
=lim o
=0 x(V1+x+vV1-x)
=lim 2
=0 V1T +x +V1=x
2

+ 1

1
=]




Limites e continvidade de funcées

[B¥]

Fiofr—
Vamos calcular o lim 43{—'1
x=1 Hf x—-1

3
o e 0 . . R
lim 5 el uma indeterminacio.
~1Yx—1 0O

Para levantar a indeterminacio, vamos encontrar 0 minimo multiplo comum (m.m.c.)
dos indices dos radicais:
m.m.c. (3,4) =12

Sejax=12,sex— 1entiot— 1.

Recorda que:
a’-b* = (a-b)(a*+ ab + b?)
@*—b2=(a-b)a+b)

Logo,
S
X_I::vlimr;_l

Lﬂ?v;‘_—l £ B
. E-D(EE+ D
=1
G- DB+ 1)
A -2 ?
i D+ DE + 1)
=1 (t—T)(P+t+1)
1+ D1 +1)
T AT

4
3

—mites de fungbes trigonométricas

. . . Sen x
_imite notavel: lim =1

=0 X

Observa o quadro seguinte.

0.l 1 09.

~0,0001 0999,

~2,0000001 0.99999..
2,000000] 0999999 _
2,0000] 09999.. Nota que:
2,001 0998.. =l 1
0,01 098. | x=05y—1

Deste quadro podemos verificar que:

. senx
im =]
E=r X . sen x
lim =1
senx _ =0
—i X
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Exemplos

. sen 3x
1. Vamos calcular 1111;_1J e
x—b

. Sen3x 0 . : o
lim =1 =— éuma indeterminacao.
x—0 X 0

Vamos levantar a indeterminacao aplicando o limite notavel:

. sen3x . sen 3x
lim =lim3 -
-0 X x—=0 3x
=3 i T
-0 3x
=3.1.=3

2. Vamos calcular:

. sen’x—senx-cosx |0
lim P | e
x—0 X 0
: (sen x — cos x)
=limsenx —— ——" "7
x—0 X
o RO
=1lim - lim (sen x — cos x)
x—0 X x—0
=1-(0-1)=-1

Sen x — sen a

3. Vamos calcular lim
x==a X—a

Vamos fazer uma mudanca da variavel:
Sejax-a=fEntdiox=a+ 1
Deste modo, se x — g entdo t — 0.

lim €0 (t+a)-sena

=0 t
a X ==y xX+y
Recordas-te que na 11.% classe aprendemos que sen x —sen y = 2 sen 5 cos 5
Logo:
t+da-—4a t+a+a t t+2a
2 -sen 3 + COS 5 2-sen§-cos 3
lim =lim
=0 L =0 t
sen —
=lim 2 . 1im cos i+ 2g)
=0 [ 0 2
2
=1 R 0+ 2a
2a
=1-¢os 5




Limites e continvidade de funcbes

E®] Continuidade de funcdes

m Continuidade de uma fungdo num ponto

Definicdo

Seja fuma funcgdo real de variavel real e g um ponto de 4
zcumulacdo do seu dominio. l /

_ "_'0 seu dommlo se, P@L - — - -
enﬁcarem-_ R il T /

- existe f(a) |
g emste-hmﬂx).,; R

* im0 = fla). i

X—=d
Se uma func¢ao ndo € continua num ponto x = a do seu dominio, diz-se que a fungao é descon-

sinua nesse ponto, A descontinuidade pode acontecer ou porque a funcio apresenta um «furo»,
ou da «salto» nesse ponto.

Pode ocorrer as seguintes situacdes:

» Nio existe ;:_ﬁng f(x); e QO }Cl_p} flx) = fla);
yn /lr'(x) y,u I,-"r )
f
¥ /
C___?_-// ﬁﬂ)-___j.l'l
bl LM
I 7 X
i X i d X
J."
Descontinuidade nao evitavel. Descontinuidade evitavel.

* Se lerrg flx) = fla) diz-se que € continua a direita do ponto g;

o lim £ = fl)

*
bl
1
1
a

fio)

* Se }Ln‘} flx) = Jf(af) diz-se que fé continua a esquerda do ponto a.

-~ 0 I X =fle)
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Unidade 5

EP®1 Funcio continua num intervalo

Definicao |

Uma funcao fdiz-se continua num intervalo |a,b[ do seu dominio, se e s6 se é continua em
todos os pontos desse intervalo.

Defini¢do 2

Uma funcdo f diz-se continua num intervalo [a,b] do seu dominio, se e s& se verificar as
seguintes condi¢des:
s é continua em ]a,b[;
e é continua a direita do ponto a;
s ¢ continua a esquerda do ponto b.

Propriedades e operagdes das fungdes continuas

Se fe g sdo duas fung¢bes continuas num ponto a do dominio DN D, entdo, nesse ponto, sac
continuas as funcdes resultantes das seguintes operacdes.

+ Continuidade da soma
A soma (ou a diferenca) de duas fung¢des continuas é uma funcio continua:

fg

s Continuidade do produto
O produto de duas funcdes continuas ¢ uma fungio continua:

I3

¢ Continuidade do quociente
O quociente de duas fungdes continuas € uma funcao continua:
;;—C, com g # 0
= Continuidade da poténcia
Toda a poténcia de expoente natural duma funcdo continua é continua:
fx) = (g))", comn € N

* Continuidade da raiz
Toda a raiz de indice natural de uma funcido continua num dado ponto € ainda umsz ===
continua:

fix) =Vgx) ,comn <N

As propriedades enunciadas permitem verificar onde é que uma das funcdes é continzz =
é descontinua. Deves, ainda, considerar dois factos evidentes:
¢ afung¢do y = x € continua para todo R;
¢ toda a fungdo constante da forma y = ¢, onde ¢ & um ntmero real qualquer, é con= ==
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Limites e continvidade de funcdes

Exemplos

1.

Seja fuma funcdo real de variavel real definida por:
x*-2xsex <2

flx) =

2x-1sex =35
Vamos estudar a continuidade da fungdo no seu dominio.

Primeiro, temos de encontrar o dominio de f.

D, =]-00;2[ U [S;+00]

x € |-00;2[ => fix) =x*-2x

XE[Si+x[=flx)=2x-1
Logo, a funcdo f € continua nos intervalos x < 2 e x > 5, por ser uma funcio
polinominal.

Para x = 5, f ndo esta definida a esquerda. Vamos, pois, averiguar o limite da funcio
4 esquerda:

lim f(x) = lim (2x-1) =9.

X-=5" X-=5-

Como f(5) =2 - 5-1=9, podemos verificar que:

]ir}} fx) = f(5), o que prova que f ¢ continua no ponto x = 5.

Tk .

Concluimos que a funcdo dada é continua em todo o seu dominio.
: 5x — "

Seja fix) = PR Vamos estudar a continuidade da funcéo.

0O dominio da funcdo é: x € B\{-2; +2].

Os pontos -2 e 2 anulam o denominador, por isso a fungao f € descontinua nestes
pontos.

Seja x = @, um ponto qualquer diferente de -2 e 2.

Calculando o limite em x = g temos:

; o OX Sx
i o) = Jim X¥-4 a-4
Calculando o valor da func¢io no ponto x = a resulta:
Sa
&=

Os dois calculos permitem verificar que:

lim f(x) = f(a)

Sx_
x-4

Logo, como a € um ponto qualquer do dominio de f, podemaos concluir que f(x) =
¢ uma funcdo continua em todo o seu dominio.
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Unidade 5

@ Limites infinitos

Os limites infinitos sdo limites em que x — *oac.

Seja a funcdo em que o limite é do tipo lim

fx)
k00 g(X)'

O procedimento do calculo consiste no seguinte:

« Colocar em evidéncia a poténcia de x com maior expoente de f(x) e de g(x);

» Simplificar a frac¢ao;

e Substituir x por oo para obter o valor do limite.

Exemplos

1.

Encontra os limites das seguintes funcoes:

1.1 im M
Toxme x2-8x + 1

- . I . +00
Se substituirmos x por +oc, teremos a indeterminacao do tipo

Para levantar esta indeterminacdo, devemos colocar x* em evidéncia:

3
2 e

i 2x2—x+3__ ; X*|2 x+x2)
— 00 Y2 - —-+9c-4_—_
=400 x2-8Bx+1 x2(1—§+%)
X X
sl
. o0 00

“xlfrflw[ s 1

L o

+0o0 + Q0

=2

3 3xE—4x+ 2
1.2 1 [ R
PO S Ox*+2x-5

T e e e e . RPN indeterminacio
x=-% /9(=00) = 2(-00) =5 -oo )

Levantando a indeterminacéo:

I
s
—

I
g
|

1]
—




Limites e continuidade de funcoes

Exercicios resolvidos

I. Estuda a continuidade da fungio definida por:

=1 sex>2

fo)=43 sex =2

7 sex <2
Resolucio

Para x > 2, a fungéo é continua, porque x*— | é continua em R e para x < 2 também fé continua,
uma vez que se trata duma constante. Resta estudar a continuidade de fno ponto x = 2:

lim fix) =7

x>

Iin‘i fx)=22—1=3ef(2) =3

x—= 2

Néo existe limite f(x) quando x tende para 2. Logo, a fungio f ndo é continua no ponto x = 2.

Como os limites laterais existem e ndo sio iguais entre si, o ponto de descontinuidade é do
primeiro tipo e ha um salto da na abcissa x = 2.

Como I,:T il flx) = f(2) = 3, diz-se que no ponto de abcissa x = 2 a fungio é continua i direita
de 2.

2. Determina k de modo que a funcio
x*— 1 sex < |

fon il

se x >

seja continua no ponto de abcissa x = |.

Resolucio

Para que f(x) seja continua no ponto x = | é necessario e suficiente a condicio:
Iirrlm fix) = (1)

X—>

Iirrl‘l f(x) = ﬁn? 2=N=Pr-1=0

x—|- x|

k—1=0=k=|
]inl'l‘ flx) = Iirri'u+ k—x)=k— I

Iin? fix) = linl‘n+ f(x) condigao necessaria para que a fungéo tenha limite no ponto x = |.
X" v, bl

lim ) = lim f(6) = (1)

Conclus3o: a fungio é continua no ponto x = |.



Exercicios resolvidos

3. E dada a funcio f definida, em R:
xX*—-3 sex<?2

f)= 1 x+3
sex > 2
4 —
3.1 Estuda a sua continuidade.

3.2 Confirma os resultados anteriores, desenhando o grifico de f e indica o
contradominio.

Resolucdo
3.1 lim fix) = lim (¥*-3)=4-3=| 5
X2 b e ) =
f(z) L 4
i S X3 235
LG S e

Como Iin; f(x) # Iin; f(x) e ainda Iing f(x) # f(2), f(x) nao tem limite no ponto x = 2. Mas, como
x— x—= " x—= 2
5
Iin} flx) =f(2) = e entdo f(x) & continua apenas a direita de 2.
-2

3.2 Graficamente:

Ya

\/37\_3/2 %

4. Estuda e classifica os pontos de descontinuidade se existirem da funcio f e ilustra-a

graficamente.
—2x—1 sex<-I|
flx) = e el D e

X—6 sex >2

Resolucio
A funcdo f é continua nos intervalos J-oo; —I[ U ]J-1; 2[ U ]2; +oco[. Resta confirmar nos pontos
de abcissa x =~ e x = 2.
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Limites e continuidade de funcées

Exercicios resolvidos |

Para x = —| temos:
Jim ) = lim_(2x-1)= | i
4 w_l il e el

._—X—--— =

3iis

lim f(x)= lim

=1t =l
Como iinl"n+ flx) = Iirr:_ f(x) = f(2), entdo f(x) é continua no ponto x = |.

Para x = 2 temos;

Bullithil
EAET
Jim £ = lim (x—6)=2-6=—4

- e s AL
E Tl _3""3) i o

f2) =~

Como !_lbn} flx) # ]_I"IT;_ f(x) # f(2), f(x) ndo tem limite no ponto x = 2.

Logo, Iim2 f(x) ndo existe e x = 2 é um ponto de descontinuidade do |.° tipo.
X

Graficamente:

i

—2x -1, se x > —|
15 4 |
x) =1 —3x— 3, se—| <x<2
HIlE: ARl x—6, se x >2
-2 “\E/
j 1 x2—x—6

5. Estuda a continuidade da fungio f(x) = Tx+3 ©m R.
Resolucio

Dominiode f(x) é x +2 #£ 0 < x £ -2
A funcdo f é continua em R excepto no ponto de abcissa x = -2, porque f(-2) ndo é definido.

xX*—x—-6 0

lim f(x) = lim = — & uma indeterminacio.
x-—rEf() x—=2 x+2 0 §

Vamos levantar a indeterminacio:
e e ) et Q)L
i )!Lmz Xk R

Como o limite existe e a fungio ndo ¢ definida neste ponto, entio o ponto de descontinuidade
chama-se evitdvel ou elimindvel.
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~ Exercicios resolvidos

Graficamente:
x—6
flx) = T RAkE Xt -2

6. Determina o valor do parimetro k de modo
que as fungdes abaixo sejam continuas.

X—k | lsex>2
6.1 flx)= x*+5 sex<?2
2x2— | se x <I
6.2 g(x)%l | +k sex = |
2—x se x >1
x2—9 43
se x # —
6.3 h(x)={ x+3
k+ 1| sex=3
Resolucido

x—k sex>2
6.1 r(x) =[ x?..l. g SEXSZ

Condicdo:

- lim f(x) = lim f(x) = f(2)
X—=2 x—= 2"
Iin}_ (*+5)=f(2)=22+5=9
lirr& (x—k)y=2-k
=2-k=9=k=-7

2x2— | se x <l
6.2 g(x)= | +k sex=|
2—x se x >|

Condigao:

lim 9 = (1) = lim f(x
lim (- 1)= 1 +k
2-1=1+k

I=1+k

k=0

=

-5

X

b




Limites e continuidade de funcées

Exercicios resolvidos

x:—9 3
X+3 Sex =+ —
6.3 h(x) =
k+1 sex=-3
Condicio:
lim_f(x) = f(-3)
x—=—3 4
=N g . e
lim = = é uma indeterminacio.

weay ook 31T

Vamos levantar a indeterminacio:
. (X=3)x+3)

x[—tbnjil x+3 i

=k+|l=-b6<k=-7

2x—2 se x < —|
7. Seja f(x) = [ Ax +B sex e [-I; 1]
Sx+7 sex > |

Encontra A e B tal que fseja uma fungdo continua em R.
Resolucio

lim f(x) = lim *f(x) lim (2x-2)= lim (Ax+B) [(B-A=-4 [2B=8 B=4
x——I- x——| | x>l x——I* 2 [ { @,l

f—
. iin? flx) = Iin|'|‘ f(x) lin? (Ax +B) = Iinl"u+ (5x +7) B+A=12 A=12-4
> G P X—=1" X—
=A=8eB=4
1l 2 Qe + I 3
2. Determina o valor de x € R* se lim \ecmee) i Ll = 36.
x—=too ,‘M‘5
Resolucgio
CTomo as constantes somadas a +oo dio sempre +00, vamos tomar apenas os termos em x de
T=or expoente.
(o =20 (x + 1 _
i x5 T
(ax)’- % _
Em . =36
a?-x2x3
= -
a’= 36
o=*6
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9. Calcula os seguintes limites:

9.1 1[31 V1 +x-vx

92 lim (Vx*+1-v3x=1)

X—=+oo

Resolugio

9.1 Substituindo x por +oc: li!;n V1 Hico—Vtoa = +o0—co
X—>ToC
Levantando a indeterminacio:

Jm (VTR =R) (YR

= lim U M e A
x—+00 |+X+'\/}?

Uil
+
=0

9.2 Verificando a indeterminacio:

lim (Yt oot | —vY+oo—1)=+00—00
X—+00

Levantando a indeterminagio:
lim (Vx+1—-v3x-1)
x—=+o0

(Vx+ 1 —V3x=D(/x+ 1 +V3x-1)

= i

x50 Vx+ 1 +V3x- 1|
: x+ | =3x+|

= |im

x=+oyx + | +v3x— |

= |im i1
x=+0x+ | +1/3x— |

=—00

Porque o grau do polinémio do numerador é | e o do denominador é

7




Exercicios”_re'so_IVidO:s b

10. Considera o rectingulo [ABCD] de lados x e Vx.

Limites e continuidade de funcaes

10.1 Exprime a diagonal d em funcio de x.
0.2 Calcula Iig’nw [d(x) — x].

Resolucio
10.1 Pelo teorema de Pitdgoras temos:

d2=(\/;)1+x2¢=~d2=x+xz D

d=vVxt+x

10.2 XETOO [d(x) —x] = xﬂrfm (Vx> + x —x)

Resolucgio
= lim (VxX*+x-x) =|loo-oco|| & umaindeterminagio
2+X_x2
= x -‘f 2+ ks = > X___.—
X'I—LTOO( A @ X) leTPOC '\/)?2_-|-—x+x
= fim —X—= |im .
x—=+00 V¥l + x + x x—+cc |
) b =]k e
X

X

|
lim im ==
x—too X+ x x—=+x 2% 2

]

127



Unidade 5

~ Exercicios propostos

I. Calcula os limites seguintes:

i i X —5x + |
’ x"I*Too It T
i i 2003x
' x—I*TOO Xz— I
13 i (2x + 3)(3x — 2)*
: x—lrrpxu X3+ 5
L4 e 2
x—=+oo x + /X
15 i et
' x—=+o0 R l + )(4
’ x—+p0 ﬁ
2. Calcula os limites:
) x2—2x
L P
. X
%2 xhrrr—‘l X2k |
55 | x}—3x+2
< -4+ 3
& xX*—(a+ )x+a
: i1 x—a
86 =t
T b0 h
3. Calcula:
' xl—rn X — 2
32 i VX +2 —-v2=x
' xl—r:-(lJ 3x
. 2x+ 6
42 xl—lhnja Vx+4-V2x+7
. Vx+2-12
34 |lim—m—
—=2 V3—x—1
45 gDt
R T
3.6 lim3>—= 5
8 x—2
3.7 lim #ﬁi




Limites & confinuidade de funcdes

Exercicios propostos

310 lim (Vx*—5x+6—x)

Xx—+oo

4. Caleula:
sen (5x
4.1 lim (54
x—0 sen (2x)
| —cos x
42 lim —
x—0 X
cos x—cosd
43 |lim ——m—
X=a x—da

44 lim sen (x + h) —sen =

K

sen (mx)
ah limee
x—0 sen (3mx)
tg (X
ks iy B
=2 x+2
47  lim senI X — COS X
e L —tgx
+ = -
T V1 + sen x ZVI sen x
x—=0 X
| —+Vcos
49 |i|'ra TX

410 lim | — 2cos %—3.»:

¥—>T J

cos (mx) — cos (nx
411 lim ) ()

412 lim

x—0 X
| —x2
4.13 lim
x| sen (7mx)

wn

. Determina o dominio das fungdes seguintes:

5.1 flq) = log, (x—3)

52 gx)= Iogzx (x2—7x + 12)
53 h(x) = log, (| x| -3)
54 m(x) =tg (3x + m)

55 1x)=3=%

sen &
2
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Unidade 5

~ Exercicios propostos

6. Calcula:
| VI+x
6.1 Ilim—1In
x—0 X | —x

|
6.2 lim (I +sen x)*

x==0
&3 i xh=Qx +3
: i =
x—=0 | X2—3x + 2
. Cos X
64 |limIn—;
x—=0 X
| —sen 3
6.5 lim—w—x

7. Calcula os seguintes limites:

+ x)2—
70 fim E1
x—0 X
—yl oy —
5 ey D=

x>t xt—Tx + 6
X+ 32+ 3+ |

! X+ 2x + |
3x
i 5
) I
(L
 x=v5
B DEw

8. Calcula os limites das seguintes fungdes irracionais:

’ xI—I—E x+6
Vx— |
5 i
x| X—l
83 lim (Vx+1-=x
x—+00
84 i l ,l )
4 M Vx=3 Vx=-2
o |
8.3 l'ﬂ% \/x—2—\/x—2)
Vx—12

6 MW
8.7 lim (VI+x-vx)

x—=+oo
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Limites e continuidade de funcaes

Exercicios propostos

5. Considera a funcio f(x) definida por:

A

7

. Dada a funcdo g(x) = ‘

—xr+ Tx— 12

= i
fx) = -2 sex=3

22—k sex < 3

9. Calcula lim f(x).

9.2 Determina k de modo que exista !m; f(x).

. Determina k de modo que a funcdo seguinte seja continua:

_{ 3x—5k sex < 2
fx) = k2 sex > 2

I1. Verifica a continuidade da funcdo:

_l x—3 sex=12

fl) = |x+2]| sex#2

: _ |3 — kx| sex > 2
-Bela flx) = xt—2 sex < 2

[2.] Determina os zeros da funcio.
12.2 Determina k de modo que a fungio seja continua em x = 2.

ko — k2 + | sex < |
2kx* — 5x se x =1
Determina os valores de k para os quais a funcdo é continua.

2 sex < |
—x*+ 3 | 2% 5
. Dada a fungio f(x) = SX IX *¢ .
X_
sex>5
x—6

Qual € o dominio de f?

4.2 Prova que a fungio é continua no ponto x = |.

23 Mostra que a fungdo ndo é continua para x = 5 mas é continua 2 direita de 5.

Quais os pontos de descontinuidade de f?
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Exercicios propostos

x=1 sel <x<2
I5. Dada a fungdo g(x) ={ 2 sex =12
| x | sex>2Vx<I

I5.1 Representa g(x) graficamente.
15.2 Indica o dominio e contradominio de g.
15.3 Indica os pontos de descontinuidade da fungio.

16. Calcula os limites:

16.1 lim (x*—2x + 1)

x—

x1—2x+ |
162 lim—p
x—=| xt =1
K 16x2+ 16
63 lim s — 22
x—e—2 4x
16.4 |in1(W+\&—|)
2_Ex+
65l t O

x=2 x*— [2x + 20

m?—3m*+ 2m

166 rL!TE m*—m—6
@th-a
167 lim——
h=>0 h
_ I
sl x—l_l—xz)

1 2
169 Ilim |=—=—+10

x—=+oo \x2 X
X3+ 4x? + 4x

1510 I, e my—3)

I7. Encontra o valor de cada um dos seguintes limites:

7.1 Iin’fnJ 3cos (3x) — 5sen (2x)

o osen (l —2x)
Z2 Im—

- | —2x

2 X

173 lim—p———=

x—=0 V| —cos x
(74 fim BEE0

x=a  X-—a

+q) + -

75 i &0 (x +a) +sen (x —qa)

x—=0 X

132




limites e continuvidade de funcées

Exercicios propostos

tg X —sen X
3

17.6 lim

x—=0 X

177 Jim (1 + cos x)eg’ 5

X—T
COsS X—COos a

78 lm—————
x—l sen x—sen a

18. Calcula os seguintes limites:

. ViIitx—=vI1-x
8.1 Ilim
x—0 4x
o=Vl =x=x
o2 1Y
T .l
T ox—aV2Ix+ 1 =3
 Vax+ | —=/5x—1
B i ey 0
185 lim =L
x—a x2 — av/ax
’ x‘—q:"l’_ X—VX+2
V2x+ | =3

L Ly o i

I9. Verifica se as seguintes fun¢bes sio continuas em R.

19.1 f(x)=x4f_|
19.2 f(x)=);i7

19.3 f(x) = cos (3x)

194 f(x) =1~ |sen x|
19.5 f{x) = { 2x sex < |
3 se x >|
x4
2
19.6 f(x)=[ s
4sex=2
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- Exercicios propostos

20. Determina o valor de k para que as seguintes fun¢des sejam continuas nos pontos indicados.

- XI—x

sex#0
20.1 f(x) = X emx=0
k sex=0
xt—1
se x #|
202 fiy=1 X! emx = |
k-3 sex = |
2k — x? sex = -2
203 f(x) = emx=-2
- k*=7 sex < -2

2]. Mostra, aplicando directamente a definicio de continuidade e os teoremas sobre limites, que
+ 3

x1—-9

a funcao f{x) = é continua em todos os pontos diferentes de —3 e 3.

22. Determina os pontos em que é continua e aqueles em que é descontinua a funcio
2x*+ 7x -2
o=
fx) x*—5x + 6

I
23. Representa graficamente a funcéo f{x) = 3 + 3 | x — 2| e determina os pontos onde f é
continua.

24. A profundidade h, de um canal é dada como fungio de x (em metros), do seguinte modo:

= se0<x<4
2
h(x) =
5 se4 < x< 10
. —x+ 10 se 10 < x <12

24.1 Representa f graficamente,
24.2 Indica os pontos onde h(x) é descontinua no intervalo JI;12[.

25. Dados as fungbes reais de varidvel real f e g tais que:

0 sex = | 2 sex = |
=] | e W=

E=— sex #= |
| —x x— |

se x #|
Prova que:

25.1 fe gsao fungdes descontinuas para x = |;
25.2 f+ g é uma funcio continua para x = |.
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Limites & continuidade de funcdes

Exercicios propostos

26. Sabendo que:

x? sex<0
f(x)=[ ax+b se0<x< |
2 se x >

Calcula a e b para que f represente uma fungio continua.

27. Dada a funcio real de varidvel real:
_ 2x se x# 3
g = k+1 sex=3
Calcula o valor de k para o qual f é continua no ponto x = 3.

28. Determina m de tal modo que:
-2 sex < -2
o= | 270, -
3—mx sex>-2

29. Observa a imagem geométrica da fungdo f. Indica em qual dos pontos 0, [, 2, 4 a funcdo &
continua.

>

i
I

s

S NS e

1
T

t
1
S PN b iy S
I
]
1
AL e e M Ry e
1
1

R i =

0 3 2
30. Considera a funcio real de varidvel real:
_ 2x — 4k sex=3
)= 1 i sx-3 al
X+ 7x— 12 o

Calcula k de forma que f seja continua em x = 3.
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Calculo diferencial

No final desta unidade, deveras ser capaz de:

* interpretar o conceito de derivada como limite do coeficiente angular das secam===
ao griafico;

* interpretar fisica e geometricamente o conceito de derivada;

» utilizar o limite para calcular a derivada;

= utilizar a derivada para analisar a variacdo da funcio, incluindo os extremos;

* utilizar a derivada para analisar a concavidade da fungao, incluindo os pontos de inflexde:

* determinar a derivada da funcdo inversa;

* fazer o estudo completo de uma fungio;

* resolver problemas concretos da vida usando a derivada.

'Rl Derivada

Vamos considerar que viajas num automovel que circula na Avenida Eduardo Mondlane = ==
repente, descobres que o velocimetro nao esta a funcionar. Serd possivel saber a velocidade 2=
carro num dado momento baseado na indicagio do conta-quilémetros?

Entao, no instante t = 10 h, o conta-quilometros marca 9476 km e passados 30 minutos mz==
9514 km. Qual € a velocidade do automdvel?

_9514 km - 9476 km _ 3,8 km

o _AE ps .
Da fisica sabemos que v, = % Assim, v, = 05h =76 km/h.

Se quiséssemos saber a velocidade instantinea do veiculo no instante £ = 10 h 15 minut=

teriamos de considerar intervalos de tempo At mais curtos. Isto ¢, a diferenca entre f, e ¢, dev=
ser tdo pequena quanto possivel.

A R R O LR A |
0,25 0,26 0,03 95 97 2 66,66
0,25 0,27 0,022 95 96,662 672 75,545
0,25 0,26 0012 95 9592 0902 75,167
.25 0,251 0,011 95 95,836 0,836 76
0,25 0,2501 0,01 95 95,76 0,76 76
0,25 0,25001 0,0001 95 95,075 0,0076 76

Observa que quando At — 0 entdo v, = % — 76 km/h.

Isto é, a velocidade média aproxima-se cada vez mais de 76 km/h. Diz-se entdo que a velocidacs
instantdnea do corpo no instante t = A h é 76 km/h.



Céleuls diferencial

A velocidade média no intervalo de tempo Al é a taxa de variacdo média (t.v.m.) da funcio f{t)
nesse intervalo. Isto é;
ﬂ{g,*’ At) - f(t,)
At
Para ter a velocidade instantanea, é necessario considerar os intervalos Af cada vez menores,

Vo = tvm. =

ou seja fazer com que a diferenca £, — 7, seja muito pequena (Af —0):
] q 1~ Iy 5€] peq

o ft+ A - fit)
im —————

A
st Af L At

A velocidade instantdnea do corpo no instante t designa-se derivada e representa-se por

7).

Definicdo da derivada

Seja fuma func¢do de dominio D_ e x, um ponto do seu dominio. Chama-se derivada de f no
ponto de abscissa x,, ao limite (se existe) do quociente do seu acréscimo Ay pelo acréscimo Ax
da variavel independente quando Ax tende para zero. Isto é:

— T Ay
f,(x)_a];g]n AX -
N M e i T e
Ay = flx) - flx,) = A0 | .
Ay = flx, + Ax)

Ax — € o acréscimo ou incremento da variavel independente;
Ay — € o acréscimo ou incremento da funcio;

Ay . -
A € a razdo incremental;

7(x)—exprime a forma como a funcio varia no instante x, .
] (i1

Existemn outras formas de representacdo de derivadas:

df

" dx

Diz-se que uma fungdo f € derivavel no ponto x, do seu dominio se e s6 se possui derivada
Snita em x,.
= derivada da funcdo no ponto x = g pode ser calculado assim:

e gl e

fo-m
Exemplo
* Vamos calcular a derivada da fungao fix) = 2x* - x + 5 no ponto x = 1.
(22 —x+5)-(2-1-1+5)

7= lim

x—1
oo 2Xex+45-241-5 . 2x*-x-1
iR =dim x -1 = i x—~1
2(x—1)(x+%) 3
fO=fm —7—=2"3-3
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Interpretagao geomeétrica

Consideremos a curva C que representa parte do grafico de uma fungao y = f(x) e P um pontc
dessa curva com coordenadas (x,, f(x,)).

¥

flxg)

» Considera um ponto A (x, f(x)) que se desloca livremente sobre a curva;
s A recta secante AP aproxima-se cada vez mais da tangente f quanto mais x se aproxima de X ;
o O declive da recta tangente é a taxa de variagdo média no ponto (x,, f(x,)). Isto é:

O declive da recta tangente a curva no ponto (x,, f(x,)) € igual a derivada da fungao nesse
ponto.

Equagdo da recta tangente

Ja sabemos que y =y, + m(x - x;) € a equacao da recta que passa pelo ponto (x,, y,) e tem
declive m.
Como m = f(x,), podemos escrever que:

Alguns exemplos de rectas tangentes a pontos:

A tangente ao gréafico de uma funcao real de variavel real num ponto pode intersectar o grafico

noutros pontos.




Exemplos

Céleulo diferencial

1. Vamos provar que a equacio da recta tangente ao grafico da funcdo f(x) = x> - 1 no

ponto (1,1) é y =2x - 1.

& _ 2 _
Como, por definicdo: m = liﬂl".l ®-1)-1"-1) .

x—1
Entao:
2 o A
m = lim M:lim(}:ﬁ- 1)=:2
x—=l X— x—1

A equacdo da tangente é dada por:
y=1+2(x-1)=1+2x-2
y=2x-1

2.  Vamos determinar a equacio da recta tangente ao grafico da funcio f{x) = 3x* + 1 no

ponto x = 2.
Vamos calcular o declive da recta no ponto x = 2:

(Bxt+1)—(3-22+1)

m=rFr2y= li_m2

x-2
e
— lim (3x*+1-13)
x—=2 Xe—2
2_
I )
X—=2 x-2
_ g SEWRAD g a1
X2 (x—-2)

Vamos determinar a equacdo da recta tangente:
Para calcular y = 0 substitui-se na funcéo x por 2.
¥,=3:-22+1=13
Y=y, +mx-x,)
y=13+12(x-2)
y=12x-11

Derivadas laterais

Observa o grafico da funcéo f. No ponto P, ndo € possivel tracar uma tnica tangente ao grafico

da funcao f.

Vamos tracar duas tangentes no ponto P de diferentes declives, uma a esquerda e outra a direita

de P.

Como a derivada num ponto ¢é o declive da recta tangente, podemos concluir que no ponto

P ha duas derivadas diferentes, chamadas derivadas
laterais.
A derivada lateral a esquerda de 2:

3= i [ -f2)
Pl iy T

v
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A derivada lateral a direita de 2:

P = i B0=2)

Exemplos
1. Consideremos a funcao f{x) = |x|.
b sex >0

Como sabemos f{x) =
—X sex<0

Vamos calcular a derivada de f{x) no ponto x = 0.

f"(O)—hm =-1

0
-0

=

-0

A funcdo ndo é derivavel no ponto x = 0 porque neste ponto as derivadas laterais sao
diferentes.

2. Considera a funcdo real de variavel real assim definida:

Fxt=], sens =2

fx) =

2ax+Ssex > -2

Vamos determinar o valor de g de modo que a funcdo seja diferenciavel para x = -2.

Primeiro, calcula-se as derivadas laterais:
@ =1 = B=2) =1]

lim
x+2
. 3x2-1-11
= lim ———————
XD X+ 2
2‘—
~lim X -2 4,
x—==2- X+2
B (2ax+5)—(2a(-2)+5) _ ..~ (2ax+4a)
f(z)_xlj’ﬂ—lz* %42 _xl—l-rl:lz- 232
. 2a(x+72)
) = 7=2
29 xll-n-]r (x-+2) 4

A funcdo tem derivada no ponto x =—2 se e s6 se f'(-2*) = f(-27).

Logo, 2a=-12 < a=-6.




Cdlcule diferencial

5.1.1 Funcido derivada

Vamos determinar a derivada da funcdo f(x) = x*+ 2 no ponto x = x,.

oo X2 Py 2 oo XPTR R
flx)=lim ———¢——= Jim —2¢
i, X-X, X=X, X - X,

. X—-X X+ X
i ()G x)
L=, X - X,

= _— P
Fx) =x, +X,=2x,

A derivada de f em qualquer ponto x, do seu dominio é dada pela expressdo f'(x)) = 2x,.
~ denomina-se funcio derivada de f.

A funcdo derivada da funcéo fé a funcdo que associa a cada ponto do dominio da funcéo fo
walor da sua derivada, e designa-se [".

D, »R
x  fx funcao f
S A
f:D;—R
x B 55 . :
\_;( ) funcdo derivada de f
D' eD,

Calculando o valor da funcdo derivada de cima em varios pontos:
3 5
D)=2-0= (-— ==
F(0)=2-0=0 Fl3)=2-2=5

fll)=2-1=2 PE10Y =2 - (<10)=-20

Exemplos de funcdes derivadas de algumas funcoes:

Grafico da funcédo f b

=y

-2 flxy=-2

Grafico da funcdo derivada [
VA
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Grafico da funcio [ Grafico da funcgéo derivada [

VA

Y4

fix) = ax*

fla)=a

=Y

A

YA fix) = ax!

=Y

w s r

4

h

=Y

f'ix) = 3ax?

=Y

= od VA

VA I

1

I

z ;

I O -~ !
] : -
\ i 7 - o YI d ;
FE i i ail - il
\, £ : f UJ :::.\ s

3 |

i |

I

Regras de derivagdo

A derivada da fungdo f(x) no ponto x = x, pode ser obtida a partir da definicao da dez==a
num ponto. No entanto, podemos estabelecer regras para que, com certa rapidez, se possz “oes

a derivada de uma funcao.




Céleulo diferencial

Derivada de uma funcio de primeiro grau

Sendo f(x) = ax + b; 4, b € R, por definicao temos que:

fo(x)=£1}f'o a(x+Ax)+Ai—(ax+b) :iiﬂjﬁ——‘?
f@=a
Logo:

A derivada de uma funcédo de primeiro grau é igual ao declive da recta.

B rdneae T rineae denvada [T
fl) =ax+b fep)=a
fx) = x e = |
fx)=b fi(x) =0

Derivada da soma de funcdes

Sejam fe g duas funcoes derivaveis no ponto x.

Por definicéo:

F+OK +Ax) - (f+H)

7o' = fm, x
- fim O A0 + g0+ A — ) - g®)
Ax — 0 Ax
i (@A) g+ AY) - g
Ax — 0 Ax Av— 0 Ax
) ')

A derivada da soma é igual a soma das derivadas.

Derivada da diferenca de duas funcdes

A demonstracédo € andloga a da soma:

A derivada da diferenca é igual a diferenca das derivadas.

PIIRIS A
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Derivada do produto de fungdes

Sejam fe g duas funcoes derivaveis no ponto x.

_ e 8 x+A) - (X
-8 &) = a{\-linn Ax
i [0 00 + A0~ ) g
Ax —=0 Ax
flx + Ax) - g(x + Ax) — f(x) - §(x + Ax) + flx) - §x + Ax) — f{x) - g(x)

Ax
(fg)r (X) =Ali_1:[}] g(X)[ﬂx + M) i f(X)] ;xf(x) Lg(X o M) —g(x)]

(90 = lim

(5760 = lim g9 lim [OEROZFC) | gy iy S0+ A0~ 800

(f-8)'®) =g () +flx) - g'(x)

Logo:
W= 80+ )W)

A derivada do produto é igual ao produto da derivada de f por g mais o produto de fpela deri-
vada de g

Caso particular: (af)' =af,Vac R
Derivada do quociente de duas fungdes

Sejam fe g duas funcdes derivaveis no ponto x tal que g'(x) = 0.

f i e+ A0 )
Fy L+ Ax) — | Lx) AY)  flw)
((l; ) ) =Achi—I>T(l'J [g:) Ax ( J :,5}(1_1;% 8 ¥ AAIX\,) gl

gx) - flx + Ax) — fix) - gx + Ax)
lim g(X)gch + Ax)
) - flx + Ax) — flx) - g(x) + flx) - g(x) — flx) - g(x + Ax)
S8 + Ax)

Ml
™
 S—

]

T
(E) (= g, Ax
&) [fx + Ax) — f)] - fx) [§(x + Ax) — g(x)]
Fles . = g(0)gx + Ax)
((E_J W =, Ax
oy o i SOOI +A)—f)] . fRIg(x + Ax) - g(0)]
(g_) @) = alxlr—lvlo gx) - gx + Ax) - Ax Alxu-{lo g(x) - g(x + Ax) + Ax
(f)l(x) = Fiii fx + Ax) - f[(x) L ) [§(x + Ax) - g(x)]
Ky a—0 g(x + Ax) - Ax Aav—0  g(x)g(x + Ax) - Ax
£ : . X +Ax) - fx)  flx) . 1 e gx+ Ax) — g(x)
f  ~dm e A R i e i
[} 1 ¥ oy 0.8
E —m - =T
Logo:

i ([ )(x) Wedied R o) el R

i
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Derivada da fungio f(x) = x", n €N

Por definicdo x"=x-x-x ... X
 Sm———

L VezZes

Segundo a regra de derivacao do produto, a derivada deste produto serd a soma dos n produtos
gue se obtém multiplicando a derivada de cada factor x pelos factores restantes, que sdo em
numero n - 1. Isto é:

b e U T (s T T R (™

Em geral:

Exemplos

1. (&)Y =2x+r=2x%

2. B)y=SxlebSpt

3. (2x*=-3x*+5x) =6x*-6x+5

Derivada de uma fungdo composta

Seja y = h(x) uma funcao composta de duas funcoes f(x) e g(x), isto € h(x) = f[g(x)] e suponhamos
Zue f(x) tem derivada finita num ponto x, e que g(x) tem derivada finita no ponto correspondente
“x ). Vamos ver que também h(x) admite derivada finita em x,.

Seja flx,) = p e y, = g(n). Entao, y, = g[fix,)], ou seja h(x,) = glf(x,)].

_-"J'"yo: J’—}’g_ﬂ—un arax#x
E=dy BBy A4 g !

u — u, quando x — x, , pois a fungdo p = g(x) € continua em x, por possuir derivada finita

=X,

Sera, portanto:
lim £=Yo- jim 2% . gy BTE
Ax=0 X—X, Ax—=0 P—J; Ax—=0X—X,

Isto é:
#(x,) = (1) ') <
Gy =Pl g0y

Exemplo

. 3 ; &
Seja y = Vx?— 1. Vamos derivar a funcéo.
Fazendo u = x> - 1, teremos y = Vii.
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: 1
Calculamos a derivada de y sabendo que Vil = us3 :

I

. p
y’=(u§)’:§u3 ‘1 u=x2-1
y’:é f-(Zx 0) w=2x-0
oz 2%
3V (x2-1)?
O conhecimento da derivada de uma funcdo composta permite generalizar a derivada c=
poténcia de f

.(f“)f’ e i

Exemplo

1. Paray=(3x-5x + 2)*, vamos determinar a derivada.
P =303 -5x+2)2 (3x2-5x+2)
y'=3(3x - 5x +2)* (6x-5)
¥ = (18x - 15) (3x2— 5x + 2)*

Derivada da funcio inversa

Sejam fe g duas fungdes tais que ¢ = . para cada x € D, tem-se que f[g(x)](x) = x. Apliquemos
a regra da derivacdo da fungdo composta:

(fog)(x)=rlgW] - g'®)

Pelos dados sabemos que flg(x)] = x

Por isso:

Fls@] - 8'x) =x

Flsl- g =1

g()_fmuu

(f‘) i f’(x)

A derivada de uma funcao inversa duma dada funcao fmonotona e continua ¢ igual ao inversc
da derivada da funcdo dada num mesmo pomnto.

Derivada de f(x) = VX, nEN

Procuramos a derivada da funcdo y = VX, sendo n um ntmero natural qualquer. Notemos qus
esta funcdo é a funcdo inversa da funcao x =", y = 0. Como esta funcao € mondtona e continuz.
podemos aplicar a regra de derivacao para a funcao inversa.

1

1 . 1
! — = = '\/)? ! By W
y X (yn)! ”yn—i ( ) 11 1 1
Seoka
(=L
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Chega-se a mesma conclusdo, fazendo

" I . Ly ;
VX =xi Assim, (i)' == x

Exemplos

) B = 3 (2x - 5) w
1. Sefix)=v2x-5, F(x) e ey entao:

o _ £ _ 1
”X)_Z\/ZX—S T V2x-5

2. Se(2x-57, f(x) ="

PO =2 @x-5)7

(S]

1
- (2x-5)7F - (2x - 5)’ entdo:

w

Para a derivacdo de uma raiz, podes utilizar directamente a regra em cima ou passar a expoente
Traccionario e utilizar a férmula (f*)' = nf*' - f".

Derivada da fung¢do exponencial e da fungo logaritmica

Consideremos os graficos das funcgdes y = ¢ e y = x + 1 e representados num mesmo
s=ferencial:

=
/

Observando o grafico da func¢io y = e*, vemos que existe uma tangente ao grafico da funcio

=tponencial no ponto (0,1).
O declive da recta tangente no ponto de abcissa x =0 é

{x) = flx
m=f(x)= Alxigln % Isto é:
m=f(0) =3lximn ex;"o = m= Aaimo'e ;1

Observa a tabela seguinte.

0.5 [,.297...
075 [.003. ..
—_ 0078 [,0004. ..
—200] [,000...
20 [,0000...
001 [,0000...
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Atribuindo a x valores positivos ou negativos cada vez mais proximos de zero, verifica-se que
: o quociente —— toma valores cada vez mais proximos de 1. Isto é:
e -1

lim —=1.
x=0 X

Vamos deduzir a derivada da funcdo exponencial de base e (nimero de Neper) para depois
deduzirmos facilmente os resultados para uma base qualquer.

Seja fix) = e*.

Pela definicdo da derivada temos:

fix, + Ax) - fix,)

Fx) = Jim

Ax
] T et A pry
P = S =
Fo)=lim €D _ oy Eo1_p
=0 AX o Ax
e e ey
1

Isto é: f(x,) = e%

Em geral:

Derivada da fungao f(x) = In x

Sabendo que as funcdes exponenciais e logaritmicas sdo inversas uma da outra, podemos
utilizar a regra da derivada da funcdo composta para obter a derivada da funcéo y = In x:
y=Inxex=¢

w A . A
.yx - Xry = (ln X) = (e}-):
(It )= g;, porque (¢¥)’ = ¢
Isto é:

(Inx) = %; porque ¢¥ = x

Logo:

(In x)' = %; comx >0

Em geral:




Cadleulo diferencicl

Derivada da fungdo y = log x

Vamos mudar de base a para a base natural e:
In XJ'
In a

In x L
log, x = Ty (log x)' =

(Inx)*Ing-Inx-Ina
(In a)?

(log, x)" = , pela derivada do quociente.

1
—Ina-0
(log x)" = X(IW’ porque In g é uma constante.

Isto é: (log, x)’ = =
Logo:
(logﬂ X), =

xlna

Em geral:

Derivada da fungio f(x) = a*

y=a*<x=log y

Entao: 7
(@) = ——— , porque sdo fungdes inversas.
" Tog, P
(a*) = + =y In g, pela regra em cima.
yina —
(a') =a* - In g, porque y = a.
Logo:

(@)Y =a*Ina, coma >0

Em geral:

Exemplos
1. Vamos determinar f'(x) nos seguintes casos:

Fi 1.2l

p=l+—= r
1.2 y=log, x

; 1

y_
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X
1.3 =
Y In x

lnx—xl
y ¥ _Iny-1

Y =T mx?  (nxp?

1.4 y=x*log, x

e G B X

Y =2xlog x+x x—lﬂz..leogszr—mz
1.5 pe(lnx)?

y'=3(Inx)? (In x)’

o 2 1 _3 g
y'=3(Inx) iy (In x)

Derivadas de funcdes trigonométricas

Aplicando a definicdo da derivada num ponto, vamos deduzir as férmulas de derivacas =
funcdes seno, co-seno, tangente e co-tangente.

(sen x)' = cos x

Demonstracao
Seja f{x) = sen x.
_sen (x + Ax) —sen x

o= &151;. 0 Ax

. . SCT X - COS AX + COS X - sen Ax - sen x
o)==

Ax
Py = lim = sen x(cos Ax — 1) + cos x - sen Ax
T oAk-n0 Ax
fi(x)=sen x- lim g5 o~ 1 +cosx- lim R
Ax == 10 Ax Av-= 0 Ax
L
0 1
ftx) =senx - (0) + cos x
[1(x) = cos x

Isto € (sen x)' = cos x

Recorda que:

. cosx—1
s lim —/—— =0
Ax == ()
. se
e |Jim ——=1
Ax == )

e sen (X+y)=Sen x-cos X+ Cosx-seny
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(cos x)! = —sen x
Demonstracao
Seja f{x) = cos x.

(cos x)' = [sen (% - x)]’ - (=x)'

fﬂ i\
(cos x)' =—cos [= —x
) 1z-%)

Isto é, (cos x)’ = —sen x

Recorda que:
Se x +y = 90° entdo, sen x = cos (90° - x) € cos x = sen (90° — x).

! (tgx) i

cos?x
Demonstracao
Seja f(x) = tg x.
sen x
(tg x)' = (
&%) .COS x)
(tg x)' = COS X COS X + Sen X - sen X
cos’y
(tg x) = COS2X + sen’ x _ L
cos® x cos? x

ou(tgx) =1+tg>x
Recorda que:

senx +cos?x=1

IR il
cotgx), = ———
Demonstracdo

Seja fix) = cotg x.

COs X
cotg x) = ( J
\eotg &) \Sen x
(cotg x)’ = "SEILX " Sen X — COs X - COS X

sen? x
(cotg %)’ = —sen’ x — cos? x
sen® x

-1
cotg x)' =
\cotgx] sen® x

ou (cotg x)’ = -1 - cotg® x
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Fungoes trigonometricas inversas

As funcoes trigonométricas sdo injectivas em certos intervalos. Nestes intervalos, as fumote

trigonométricas admitem uma funcao inversa. Isto €, para definir fungdes inversas de
trignométricas € necessario limitar as fungoes trigonométricas a certos trogos.

p=S5enx

y = arcsen x

o ° X
___.____I. _'2‘_._____;____.
Y =CoS X
& [0, 7] ¥ = arccos x
X , 7
; y .
LI ———
VA \ l
___:___ .-.-{.X ______ : 3\:
_________ _1__________:.._ | :
; ' !
=tgx
iE]“—n' E[ y = arctg x
2’2
VA
YA iP TR ;‘___ _______
T

¥

funches




Célculo diferencial

y=cotg X =arcctgx; x = R
x €10, x[ A
VA
}JT |
i n
0 % n X
! 0 "
; x
Exemplos

1. Vamos calcular x, sabendo que:

V2

b3 = —
1 X = arccos 3

V2

O angulo que tem coseno igual a - & E =x= %
1.2 x = arccos .
o 2
. | 1. = b3
O angulo que tem coseno igual a 5 Eg == 3
13 x=iarceps ?
. ; » VB, & ™
O adngulo cujo coseno é - ¢ T c

1.4 x=arccos0

O angulo que tem coseno igual a 0 é 525 =% :g.

[B]

Vamos determinar x, se:

6

P B O
6 2 D

= 1-2x=1

2.1 arcsen I—~2N. 5

= x=0

2.2 arcsen S




Unidade é

T

3-2x =
2.3 arcsenT> 3 ¥

V3 . 3-2x%

2> 5

< 1

=5V3 <« 6-4x < 10

=5V3-6<-4x<10-6

«-4<4x<6-5V3 Fom

6-5V3
4

< -1 < x <

Derivadas de fungdes trigonométricas inversas

P . . . . . I}
As derivadas de fungdes trigonométricas inversas obtém-se a partir da formula (£7'(y))' =

Demonstracao
=1

2

T

Sejay=arcsenx, com|x|<lex=senye <y<3

De

r

1,
=—"temos
W=

o1 _ 1
T (seny) cosy

Yy

T E iy
Recorda que:

s (seny) =cosy

o cos’y=1-sen’y <
cosy=+vV1-sen’y

N —
V1—sen’y’

Comoy e [_g; g], entdo cos y = 0. Logo, y' =

Substituindo sen y por x, teremos:
) 1

<> (arcsen x)’ =

Vo= 1-x°

1—x%




Calculo diferencial

Demonstracao
Ja sabemos que se x € [0; 90°], entdo sen x = cos (90° - x).

@ T
De igual modo, arccos x = JE — arcsenmn x.
- , (T g
Entdo, (arccos x)' = (E —arcsen x| <

(arccos x)' = 0 — (arcsen x)".

Como (arcsen x), = ﬁ, entdo, (arccosx)’ = -1 =
i (g_p:;tg x)' = e
Demonstracio
Atendendo aquey = xl” temos que:
. | ’ ,
(arctg x)' = —— Fazemos, y = arctg x
Y =gy FERER
r_ 1 . R
(arctg x)' = T+tay eaindax=tgy
o 1 5 ; e sz 2
(arctg x)’ = TP ou entao (tg y)' = S 1+tg?y

Demonstracio
Como y = arccotg x, entao x = cotg .

- / 1
(arccotgx) = ———
8V’ = (cotg )
v =L _ -1
(arccotgx)’ = — sen? y + cos® y
sen? y sen?y
| -1 s =1
(arccotgx)’ = Tl
Exemplos

1. Vamos encontrar as derivadas das seguintes funcoes:
1.1 y=arcsen 5x

S - A
V1-(5x)7 V1-25¢

v

1.2 y=arctg (4 -x)

R
Y e Te@—xp - 2—sx+17
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1.3 y=arcsen v8 —x 1
, (V8-x) _  2vB-x _ 1

4 TVI-(V8-%) Vi-8+x 2V8—xVx-7

e -1 _ )
VB -xx-7) 2V-x2+15x-56

Y

1.4 y=arctg (2x - x%)

,__(2-2% _  2_2x
14+ (2x—x%)? x*-4x?+4x7+1

1.5 y=arctgvx +4

. 1
T1+(Vx+4)? 2(+5)Vx+ 4

LS

o 1
Y= ax+10) V<4

1.6 y=arctg vx*+3

?

e
4 _{x2+4)v;c2+3

Fungdes implicitas

Quando uma funcio € dada, por exemplo, na forma y = 4x* + 2x -5, diz-se que esta na foe=a
explicita em func¢do de x. Se é dada na forma xy + 5y + 3 = 0, diz-se que estd na T==a
implicita.

Uma funcdo definida explicitamente pode ser escrita na forma implicita mas o reciproco ne=
sempre € possivel.

* y=f{x) = forma explicita
» ¥y - f(x) = 0 = forma implicita

Exemplos
1
1. -1=0ey=-
»x =

2.y —yx?+x =0 ndo é possivel escrever na forma explicita.

Derivada de uma funcao implicita

Dada uma equacio com duas incégnitas x e y, podemos sempre escrevé-la sob a forma
flx, y) = 0, em que f{, ) indica uma funcdo de duas variaveis x e y. Diz-se neste caso que 2
equacdo considerada define y como fungdo implicita de x. No calculo da derivada de uma fun¢ao
implicita necessitamos de indicar a variavel em relacao a qual se faz a diferenciacdo. (x* —3?)

significa que a diferenciacdo é feita em relacdo a x.




Céleulo diferencial

Exemplos
1. Vamos encontrar a derivada em relacdo a x das seguintes funcoes;
11 ¥-p*=1
(=32 ={(1y,
(), - (), =0
2x-2yy)=0
2yy | =2x
¥, =5yn0
Y

1.2 xy-4=0
xy=4
(xy)', = (4,
Xy+xy =0
y+xy =0
y;:§2x¢0

1.3 ¥x+3y=1
(Y’x+3y),=0
2yy' x+ 243y =0
@yx+3)y, =
R 2yxy+ 3

2. Considera a circunferéncia de equacao x> + y* = 2.
2.1 Vamos verificar que os pontos (-1, 1) e (1, 1) pertencem a circunferéncia.

-1, 1)—>(-1)*+1*=2=2=2
Os pontos dados pertencem a circunferéncia.

(1, -1) > (12 + (-1)2=2%2=2

2.2 Vamos encontrar a derivada da funcdo em ordem a x.
X+ =2->(x+yY) =2

2x +2py’ =0
}’;=i
Sy

2.3 Vamos escrever as equacoes das rectas tangentes nos pontos indicados.
No ponto (-1, 1):

v ('_1)

[—h:_T:l

y=Yo+ [x—2%)) No ponto (1, -1):

y=1+x+1) o
TP |

y=x+2 Y -1
Y=Y, +x-x)
y==14+(x-1)

y=x-2
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3. Vamos considerar a fungdo definida implicitamente por xy = 2%

3.1 Vamos apresentar a derivada da fun¢ao em relacdo a x.
(), = @), = y+ay, =0y, =2

3.2 Vamos indicar as coordenadas do ponto do grafico em que a tangente é paralela =
rectay=—x+1.
y ==X+ 1=y =-1
—1 = i P =
1 r @ y=X

No ponto (x,, ¥,):

Yo =X

XoVo = 2
Como y = At
Vo =

Y=t V2

S % V2

Os pontos pedidos sao (VZ, V2); (-2, -V2).
As regras de derivacao estabelecidas permitem encontrar a derivada de uma funcio represer-

tada por uma expressao algébrica qualquer.

Exemplos
1. Vamos determinar a derivada de cada uma das seguintes funcoes:
11 y=20-5+0
y'=2-3x-5:2x+0

y' = 6x*— 10x
X
1.2 bmrg g
,_x’(xz—l)—(xg—l)_x
(@ =1)p
;=1 - 2%
/=1y
T A
VS 1P
, 1

13 p=0F+3+ 10) (x—2)
¥'=@+x+10) (x-2)+(x*+x+10) (x-2)'
y’=(2x+l)(x—2)+(x2+x+10)-1
y’=2-x2~4x+x—2+x2+x+10
y'=3x*-2x+8




14 y=Va®
y’:(x%j
-
V—g‘x“
fe D
PES

5V
ou
},,_ﬁ)_
5V(x2)?
y! = 2x _ _2x
5V 5xVx®
.2
Plamesit
5V

Tabela de derivadas de algumas funcdes elementares

. Fungdo | Funcdo derivada
x)=C fe)=0
) =% () = nx!
(x) =g f'x)=aIng coma=>0
() =e fflg=e
(x) = log_x f‘(x}zXlng,comx>0‘o'>Oc-a;én'
[
(x)=Inx f‘(x):;,comx_bo
(x}) =senx [" (x) = cos x
f(x) =«cos x (3 = —sen x
2 |
f(x)=tgx 5 S
e s =
(x) = cotg x F )=
£ —_ = 4 — J
(x) = arcsen x fx)= —
f (x) = arccos x () = \/i_—l-
5
i (x) = arcotg x = I _rl P
r v, — — - |
f(x) = arcctg x f(x) (2

Derivadas de ordem superior

Caleulo diferencial

Seja f(x) uma funcao derivavel no ponto x,. A derivada da funcédo f’(x) € uma fungio de argu-
mento x. Ao incremento do argumento Ax = x — x, corresponde o incremento da fungao f7(x) no

ponto x,.
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Se existir, diz-se que a funcdo f(x) tem uma 2° derivada no ponto x,. A derivada de ordem o=
d? (x
da fungdo f(x) no ponto x, designa-se f”’(x,) ou .552 “}-.
Analogamente se definem as derivadas da terceira, quarta, quinta ordem, etc. A derivadz Z=

dn f

n-ésima ordem da funcao f(x) designa-se por f (x) ou -

Exemplo
1. Seja flx) = 2x* + 2x* - x — 4. Vamos calcular as derivadas até a quarta ordem.

f(x) = 6x* + 4x — 1 — 1.* derivada de f{x)
f'(x) =12x + 4 — 2.* derivada de f(x)

" (x) = 12 — 3.* derivada de f{x)

'V (x) =0 — 4.* derivada de f{x)

Estudo da variacdo de uma fungdo

Observa o grafico da fungdo fe da sua fungado derivada f":

¥k Hin
f & i
i negativa positiva
0 X
%
Conclusao

* Uma funcio é estritamente crescente num intervalo quando f* € positiva.
Se f7 = 0, entao [ cresce.

B

» Uma funcio é estritamente decrescente num intervalo quando f’ € negativa.
Se ' < 0, entdo [ decresce.

VA
3




Céleulo diferencial

» Se a derivada f” é nula em todos os pontos do intervalo, entdo [ € constante nesse intervalo.

by

Exemplos
1. Dada a funcéo f{x) = 2x* —x - 1:
1.1 Vamos determinar f7;
1.2 Vamos estudar a monotonia da fungao.

| | |
11 P =4x-1 ; KR Py g
1.2 f’(x)=0=:-4x—]=0@x=z f - 0 +
9
fl o\ “3 /

Para encontrar [ ( %) devemos substituir x por ¥4 na funcio primitiva:

42
-

Extremos relativos da fungao

Observa os graficos abaixo.

ponto maximo
relativa

( de fla, fla)]
fla) _I"'_"n_ 2 <0 flo) B ponto minimo
: & refativo

| de [ [a. f{a)]

Sendo a um ponto de f; f(a) diz-se que € um méaximo relativo de fse e s6 se existe pelo menos,
uma vizinhanca de a tal que f{x) = fla), vx;
Nopontox=aq, f(a) =0.

Y
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Sendo a ponto do dominio de f; f{a) diz-se que € um minimo relativo de f se e sO se existe pe=
menos uma vizinhanca de a tal que fix) = fla), vx;
No ponto x =4, f'(a) = 0.

Exemplos

1. g 2. Ya 3 Va

/ _
/ Far

Tyl = -

H‘F
|
N

Analisando os graficos 1., 2. e 3. podemos concluir que:

» Nio basta que a derivada se anule num ponto a para que exista um extremo relativo. E neces
sario sim que ela mude de sinal;

¢ Pode existir um extremo num ponto a sem necessariamente haver derivada nesse ponto. Basz=
que as derivadas laterais sejam de sinais diferentes;

YA

F>0

s Seum mdaximo relativo é ao mesmo tempo o maior valor do contradominio da funcéo, diz-==
maximo absoluto;

¢ Se um minimo relativo é ao mesmo tempo o menor de todos os valores do contradominio ¢z
funcdo, diz-se minimo absoluto.

Y




w

Exemplo

1. Considera a funcdo fix) = % x'—x?+ 1.

1.1 Vamos determinar f"(x);

1.2 Vamos indicar os intervalos de monotonia da funcao;

1.3 Vamos indicar os extremos relativos da funcio.

1.1 f(x)=x2-2x

Caleulo diferencial

X

= 0

x=<0
1.2 fx)=0ex*-2x=0 £ =2
x(x-2)=0 :
r=0mxs2 / /

S

Paraxe|-o0, O0[U]2; + o [, a funcdo cresce.

Parax €] 0; 2 [, a funcgdo decresce.
1.3 O ponto (0, 1) € um maximo relativo.

O ponto {2, _3—1] ¢ um minimo relativo.

Sentido da concavidade e ponto de inflexdo

Examinemos o grafico de uma funcao f{x).
Observa o seguinte :

* Entre os pontos A e B a derivada ¢ positiva, mas
vai diminuindo, até se anular no ponto B;

* Entre B e C a derivada € negativa mas cresce em

f<0,%

f'=

>0

valor absoluto;

* De C a E a derivada cresce continuamente mas
€ negativa entre C e D e positiva de D até E;

* O ponto C, em que a funcdo muda o sentido de
concavidade, chama-se ponto de inflexao.

—

0

* Aderivada f7(x) € crescente ou decrescente conforme a sua derivada f”'(x) € negativa ou negativa

—=sse intervalo.

Assim, em resumo, pode afirmar-se:

* o grafico de uma funcado tem a concavidade virada para cima se a 2.* derivada é positiva:

Se f” = 0 entdo fé cdncavo para cima;

* o grafico de uma funcio tem a concavidade virada para baixo se a 2. derivada é negativa:
o 5

Se [ < 0 entdo [ ¢ concavo para baixo.

Exemplo
T Sejaflx) = 2x*—5Sx + 4.
A funcdo derivada é f'(x) = 4x - 5,

A 2% derivada é f'(x) = 4.

Visto que a 2* derivada € sempre positiva, o grafico da funcao é concavo para cima.
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Na 10? classe aprendeste que o grafico de uma funcao quadrdtica ax® + bx + ¢ = 0 € concavo
para cima ou para baixo, conforme se tem a > 0 ou a < 0.

Exemplo
1. Sejafix)=x*+6x>+3..
A 1* derivada € 7 (x) = 3x2 + 12x.
A 2% derivada é f'(x) = 6x + 12.
O ponto de inflexdo é dado por:
[x)=0;6x+12=0ex=-2
f(=2) = (=2)*+6 - (-2)*+3=19.
Logo: o ponto de inflexdo é (-2; 19).
Para facilitar, vamos esquematizar o estudo num quadro em que os simbolos Ll e N indicam
o sentido da concavidade:

o
%) n 19 U

E condicdo necessaria e suficiente para que o ponto (a; f(a)) seja
um ponto de inflexao que
' (a) =0, mudando de sinal a esquerda e a direita de a.

Se A é um ponto de inflexdo de f, nesse ponto a recta tangente

atravessa a curva.

Aplicagdes praticas

O calculo das derivadas aplica-se a variadissimas questoes concretas de geometria, de fisica,
etc. com grande interesse pratico.

Exemplos

1. Deentre os tridngulos rectangulos cuja hipotenusa mede 6 cm, vamos determinar os que
tenham drea maxima.
Representando por x e y as medidas dos catetos do dito tridngulo, a sua area serd dada

por:
Xy
A=
2
Mas, pelo teorema de Pitagoras, tem-se:
X% 42 = 0

Vamos, pois, resolver o sistema:

ud
A==

2 }.’
X2+ 2 =36

xX24y2=36—>y=v36—x*

Logo: A :%x - V36— x°




Céleulo diferencicl

18 — x2
V36— x°

Anulando a 1.2 derivada: 18 - x*=0=x=V18 = 3v2

Calculando a 1.* derivada em relacdo a x: A’ =

Organizando a tabela para o estudo:

) y VIE | N\

X, =VI18;y.  =136-x2_ =V36-(V18)" =18. Os triangulos rectingulos de drea mixima

$40 0s isosceles.

2. Pretende-se construir um reservatério cilindrico, com um dado
volume V, de modo que a sua area total seja maxima. Determina o
raio da base, r, e a altura, /1, do reservatorio.

A area do cilindro é dada por: A = 257 + 2arh.
O volume do cilindro é dado por: V = w?h.
Pretendemos maximizar a drea, por isso vamos isolar a altura na 2.°

equacao: h = b

q (r N '_J_Erg°
Vamos substituir /1 por nlrz na 1* equacao:
A =2nr? + 2nr l,

)
A=2mr? + il
i 2V

Calculando a 1.* derivada em funcio de r, temos: A’ = 4mr - -

Anulando a 1.2 derivada: A’ =0 se 4mr - % =)

20 - V=0

. iV
2art=V ==
T er o

Organizando a tabela (r > 0):

“ N x|/

V 3 {4V YV
h:—:L: NCEPSPNE ) SO, | L LI
ar? WA T 2n
3| =—
2w

Logo, h=2r.
Isto €, para que o reservatorio tenha a area maxima € necessario que a altura seja igual ao
diametro do cilindro.
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6.1.2 Determinagao das assimptotas

Seja f(x) uma funcéo real de variavel real e C uma curva representativa desta funcio no sistema
coordenado de ordenadas.

Uma recta r diz-se assimptota da curva C representativa da funcao f'se a distancia de um ponto
qualquer da curva C a recta tende para zero quando X — +oc ou X —> d.

Assimptota vertical

A recta r de equacdo x = g, com a € R, ¢ uma assimptota vertical (AV) do grafico da funcao
y = fix) se e sO se:
¢ lim fix) = +oc (ou -x0)

ou
¢ lim f{x) = +o0 (ou —0)

B ¥ y4

T

-]
=y
o
-
=
=Y

x=ga éuma AV 111}]1 f=-x lirg flx) = +¢
X—=ht x—0"
x=béumaAV linol flx) =+
X

x=0¢éuma AV

Toda a funcgao racional fraccionaria, y = %, tem assimptota vertical x = a se a for zero do
denominador e ndo anular o numerador, °
Exemplos
1. Vamos determinar as assimptotas verticais de cada uma das seguintes funcoes:
1) gk
: Y= 7
lim f{x) =+ ~ lim flx) =+
xoel x—-1
releav x=-1¢&AV
lim f{x) = —x lim fix)=—x
x—1- Xl
2
12 y= XHEIX D

¥

o (x=T) (x-2) .. x-2)
Calculando os limites: LI_I,I& —x_(x.ﬂ) T 1.1_:,13 P

o x=-2) 1 . (x-2) _
o e 1 2 wrtalm1)

+00

+ 00

As assimptotas verticais sdo as rectas x=0ex = 1.
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Assimptota horizontal

¥ = f{x) se:
%Yiy}m fix)=hou I}Ex fxy=b

¥ ¥

r

v=aéumaAH y=>béumaAH
y=céumaAH

Cc’:lcuio_ diferencial

A recta de equacdo y = b, com b € R, € uma assimpotota horizontal (AH) do grafico da funcao

y=déumaAH

Exemplos
; 2x*+3x+ 3
L e T oxl-x+1
pe T (2x~+5x+5):2

x—=foo (X*-—x+1)

X
2. =
y 1+ x|
X -
e sex = ()
}«':
= 4 X sex =0
1+x

3t X+ 1
- xX*+5

y=lim f(x)=-3

Assimptotas obliquas

_ representativa da funcio [ quando:

Jim [fx) = (mx + )] =0

y =2 ¢ uma assimptota horizontal.

y =-3 € uma assimptota horizontal.

vy =-1 e y=1 sdo assimptotas horizontais.

A recta r obliqua, que tem por equacao y = mx + b, comm, b € R e m # 0, € assimptota da curva
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Na recta y = mx + b, m é o coeficiente angular (ou declive) da recta e b é g ordenada na

origem.
m= lim @ ou m= lim @
A—=+00 X G e i)
B [ Jim[f(x) - mx] b= | lim [fx)—mx]
——— L ——

assimptota obliqua a direita assimptota obliqua a esquerda

Nota: S6 ha assimptotas obliquas nas funcoes cujo dominio ¢ um conjunto ilimitado.

Exemplos
1. Vamos definir analiticamente as assimptotas obliquas de cada uma das funcoes
seguintes.

1.1 flxy=x+vVxt+4

m= lim m

X—ro0 ¥

'\/ X+X
L X+ X-I- _]

X—+ X

b= x.l.i,‘;',%, [f(x) —mx] = llm [x + Vx*+ 4 - 2x]

(V2 +4 - x)(VX2+ 4 + x)
(Vx* + 4 +x)
XE 4+ 4 xE
X+X

lim

A—00

lim

X—=+0C

1i 4
s o

=0

y = 2x ¢ assimptota obliqua da funcao f.

1.2 fx)=

_zx

; > : X
m= lim =2 = lim =
¥—=toc A x—too ¥2 _ Dy

O grafico da funcéo f(x) = —2 ndo tem assimptota obliqua.

¥ =1 & uma assimptota horizontal.




Cdleulo diferencial

2
13 fn=-2
m= lim ,)xz =1
x—+oe X2 + X
b= lim [-X —1—x)=]im = S
A=ioo X + 1 x—=+o0 ¥ + 1

¥y =x—1 € assimptota obliqua da funcao f.

Estudo completo de uma fungdo

Vamos fazer o estudo completo da funcao f{x) = %

* Dominio da funcdo: x+1=0 < x=-1; D x € R\[-1}
¢ Zerosdafuncdo:x-2=0<x=2

* Ordenada na origem: f{0) = ¥ = f(0) =

* Equacoes das assimptotas:

Assimptota vertical Assimptota horizontal
X—=2 R
x = lim =400 = lim =1
X+ 1 a—toe x + 1
. -2
= T, = ]. = 1
' xl—l-r—q x+1 Y x}*ﬂx+1
Assimptota vertical: x =-1 Assimptota horizontal: y = 1
* Paridade:
X
f)="— 2
-2 x+2
flrdk= x+1 x-1

Logo, a f(x) ndo é par e nem impar.

* Intervalos de monotonia:
, 3
o0 =375 i M= s
O numerador € positivo e também o é o denominador. Por esta, razao f’(x) > 0, qualquer que
seja x. Logo, a funcdo € sempre crescente no seu dominio.

Sentido da concavidade:

; 3
fix) = (x+1)3
i )“W

x+1=0sx=-1

)

7
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Esboco grafico:

o Contradominio: y € R\{1}
» ndao tem extremos relativos
* injectividade: a funcdo € injectiva

Exemplos
1. Dada a funcao f(x) = —;— Xt =
1.1 Vamos calcular os zeros da funcdo.
1

f(x)=0;x(§x2—1):0

1
=0v=xt-1=0
X v3x
x=0vx=+V3.

1.2 Vamos determinar os intervalos de monotonia e os extremos relativos (se
existirem).
f=x-lex*-1=0sx=11

I
S
4
B
ik

Fed +
) P

Para x < -1 v x > 1 a funcio cresce;

wro o

Para -1 < x < 1 a fungao decresce;

O ponto [—1%] é um maximo relativo;

| 4

2k . .
O ponto (1,—§J é um minimo relativo.




Célculo diferenciat

1.3 Vamos determinar o sentido da concavidade e os pontos de inflexdo (caso

existam).

fl=x-1=7"x)=2% f"(x) =0,s€¢ x=0.

T ey T Ponto de inflexao (0,0);

F(x) B 0 + Para x <2 O fé concavo para baixo;
fx) n 0 L Para x > 0 f é concavo para cima.

1.4 Vamos fazer o esboco grafico.

&

h
— N W=
L =
=
r

2. Vamos fazer o estudo completo das seguintes funcoes.
2

X
2.1 T
Dominio: x € B\|{+3}

Assimptota vertical: x=3 ex=-3 )

4 . . X .
Assimptota horizontal: y = lim =-1

:X—H'D&J 9 _ y2

: i 18R
Derivada: f'(x) = O
18x=0<x=0
e T e e min(0;0)
f'(x) = +
() N 0 A
Esboco grafico:
&
3
3-
o ;
- =t .
L]

Contradominio: y € R\{-1}
Paridade: f é par
Injectividade: f'é ndo injectiva e ndo sobrejectiva
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2.2 flx) =x*—4x°
Zeros: X2 (x—-4)=0

x=0vx=4
Derivada: f'(x) = 3x* - 8x
x(B3x-8)=0
x=0:;3x-8=0
=8
3

! —64
) S| o Y kD
Concavidade:
(%) = 6x - 8

fﬁﬁ:Oﬂﬁ—8=Oex=% .

T FTTTETTTINE ETETH TR AT

Dominio: x € R

Contradominio:y € R v
3. Consideremos agora a funcao f(x) = - x* + 6x* — 4. Vamos:

3.1 Determinar os zeros da fungao;

3.2 Determinar os extremos relativos de f;

3.3 Determinar a concavidade e os pontos de inflexao;

3.4 Esbocar o grafico da funcao;

3.5 Indicar o contradominio da funcao.

31 fx)=0 =
x*+ 6x* -4 =0 (é uma equacao biquadratica)

Seja x* = y. Entao:
V+6oy-4=0<=
yr—oy+4=0
6-v20 6 + V20
V= VVET
y=3-V5ou3+vs

x=%2V3-V5vx=tV3+V5

2=40,5V x=%2.6

Ordenada na origem:

f(0) =—4




Cdlculo diferencial

3.2 ) =—4x% +12x
) =0=-4x(x2-3)=0
x=0vx=1+V3

=3[

3.3 Concavidade e pontos de inflexio:
700 =-12x%+ 12

f(x) = 0
-12x*+12=0
x=-1vx=1
1“‘1 *ilt l”% K 'ﬁﬂ h ]
() =
) n_|

3.4 Esboco grafico:

Yi

L4

3.5 Contradominio: V€] - oc; 5]
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 Exercicios resolvidos

|. Observa a figura.

s

5(x+b
Determina b, c e d de tal modo que f{x) = Lol seja a funcdo cujo grafico é a figurz
i (x—J(x +d) e 2
dada.
Resolucdo:

-2 e 3 ndo pertencem ao dominio de f. Entdo, pode serquec=3 ed =-2.
Da anilise da figura resulta que Iim3 flx) = 1.

Sx+b
Ora, lim )

x— 3%30 pode ser finito se b = -3.

0
Pois neste caso, o limite leva-nos a uma indeterminagao do tipo o Deste modo:

5(x - 3) Wihils

iy iee il L e

Logo,b=-3,c=3 ed=-2

2. Observa a figura.

4
;

v

2.1 Completa o seguinte: lim [f(x) - 3]; Iirr} f(x); Iin'% f(x).
X— +00 X—= x—= 2

2.2 Escreve as equagbes das assimptotas do grifico de f.

2.3 Indica o dominio e o contradominio de f.
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Resolucao:

Observando o grifico podemos notar que:

2.1 lim [f(x)—3]=0, lim f(x) =0, lim f(x) — 3 = +oc;
*—=tog x—=2 x—2

2.2 A=) AH:y=3

2.3 Dominio: x € IR, Contradominio : y € [0, +oc]

3. Define analiticamente as assimptotas obliquas de cada uma das fungbes seguintes:

2

| —x

sex < |

2

x—1
32 f)=vx+x

Resolucio:

sex > |

A U S

it e e! K =00 X — X2

A X
+ x]= lim = -
x=- | —x

X
XZ

b= lim
x—=—oo V| —x

y = —x — | é assimptota obliqua 4 esquerda.

%
m= lim =

x=toc X2 — X
| x? | X
b= lim —-x|] = lim =]
¥—=too \X — 2 x—=too X — 1

y =x* | é assimptota obliqua a direita.

2
Mxrhox
302 lrmi= i = |
X—i+.x X

b= lim (Vx*+x—x)

X—> +pC

(VX2 + x)? = x? X2+ x—x?

= [im M Iy e e
SN oo mrapuir G o I
i Bl
im ===
x—=+oc 2%° 2

e ¢ assimptota obliqua a direita.

Cdleulo diferencial
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Exercicios resolvidos

4. Define analiticamente as assimptotas verticais dos graficos das seguintes fun¢des:

L
4 f(x) = (X I I)z
|
42 0= oy
W 2xF =Dy 3
R e T
Resolucdo: [Ln? f(x) = +oo
4.1 D, = R\{l} |i_l;li'l_ f(x) = +o0

x = | & assimptota vertical de f
lim f(x) = +oo
X—==2"

42 D= R{-2} xl—i»n_.‘z- f(x) = —oc
x =—2 ¢é assimptota vertical de f

[
43 D =R 5:43)

ZllE sl
ﬁm. 2x 1SM 3 i
o 3(x—§(x—3)
i
lim = lim =—
e i | | x—=—3 I e 8
3x-—§(x—3) 3x—-§[;(..’-'37

x = 3 ndo é assimptota vertical de f porque o limite ndo da infinito quando x tende

para 3.
5. Encontra y’ no ponto (2, 1) se (x +y)* = 27(x —y).

Resolucio:
3x + )Xl +y) =27(1 —y) usando a propriedade distributiva da multiplicagio

3(x +y)? +3y'(x +y)> + 27y’ =27 usando a propriedade associativa e distributiva da

multiplicagdo
YB(x +y) +27) =27 - 3(x +y)?
2730 +y)

3x+y)P+27

2

S b AN d e d 2 |.M“O
ubstituindo na derivada x por 2 ey por | Y G =

yim0
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Exercicios resolvidos

x*—5x+6
6. Dada a funcio f(x) = (T e
6.1 Calcula os zeros da func¢io e a ordenada na origem.
6.2 Indica o dominio de f.

6.3 Determina as equag¢bes das assimptotas.

6.4 Estuda a variacdo da fungdo.

6.5 Esboca o grifico de f.

A

Filt

Resolugio:
6.1 Zeros:x*-5x+6=0<x=2Vx=3
Ordenada na origem: f(0) = -6
6.2 D:xe RYl}

63 AH:y= lim f(x) = +oo i.e. ndo ha assimptotas horizontais.
x*—5x+6
AV: |imI ST e +00. Logo, x = | é AV.
AO:m= lim fx)
> G dbules BD, £
. x*-5x+6
m=lm) ———5=
x—= +toa X- =X
iy il x*—5x+6
il x—ln-;?:o (f(X) i mx) fl x—frpoo x— | i

X =bx+b6—-x*+x
b= lim =

x— *oo x— |

Logo, y = x — 4 é assimptota obliqua.
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Exercicios resolvidos

Xi—5x6 2x=5)(x—-1)—x*+5x+ 6
6.4 f(x)= ] ﬁf(x)= )( (Xj |)2
W et el bl e N e il
f(x)_ (X__l)z it (x——|)2
f(x) =0seeséseix, =1 —V2Vx,=1+V2
X i .Xf_ %
! + - -

7. Dada a funcio f{x) =

7.1
72
7.3
74

A VA N

max (I —v2; -5,8); min (I + V2;-0,2)

X+ 4

Encontra o dominio da funcéo.

A fun¢do dada é par ou impar?

Determina as equagdes das assimptotas.
Estuda a monotomia e determina os extremos.

Resolucdo:

7.
72
7.3

74

7i5

D.: x € R{0}

f(x) é impar, porque f(—x) = —f(x)

AH: nio tem.

AV:x=0

AO:y = x

Para x € ]—o0; —2[ U ]2; +o0[ f cresce
Para x € ]-2; 2[ f decresce

max(-2, —4); min (2, 4)

Esboca o grifico de f.

Y

i

24
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Exercicios resolvidos

3

8. Considera a fungio f{x) = T

8.1 Encontra o dominio de f.

8.2 Estuda a paridade de f.

8.3 Escreve as equagdes das assimptotas.

84 Estuda a variacio da fun¢io e encontra os extremos relativos.
8.5 Esboca o grifico de f.

T

Resolucido:
8.1 D, =R\{+l}

3

82 f(x) = o =—f(¥).

xt—|

Logo, f(x) & impar, pelo que o grifico é simétrico em relagio a origem das
coordenadas.
8.3 Assimptotas verticais: x = | e x = —|
Assimptota horizontal: nio tem
Assimptota obliqua: y = x
Para x < —V/3 V x > V3 fcresce
Pira—V3 = xx -1V —le2x<0y 0<x< I < x < V3 fdecresce

maéx |-V3, ¥
3 20]




Unidade 6

Exercicios propostos

I. Calcula, aplicando a defini¢do de derivada de uma fungao num ponto:

.1 f(x)=;, no ponto x = 3 1.3 h(x) =vx-1, no ponto x = 5
-3
12 g()=2x—4, nopontox=-2 14 m(x) = §+ 5 nopontox= |

2. Calcula, nos pontos indicados, os derivados laterais de cada funcio.

2. —x*+8 sex >2
ﬂX)_{_ % sex <2 no ponto x = 2
2.2 2x+9 se x < —|
f(x)—l 2x+ 7 Sie or] no ponto x = —|
2.3 x*—2x sex <0
f(x)—l —x* + 2x sex >0 no ponto x = |
x*—3x+3 |
24 [ Bl se x <
flo) = xXX—2x+5 sex>| no ponto x = |

3. Representa graficamente a funcdo derivada das fungoes:
3. f(x) = 4% - 3x

x+ | sex>-|
32 fx) =
—x—-| sex<-|

33 flx)=x*—x+5

4. Indica os pontos onde a fun¢do nio é derivavel ou que é nula.
4.[ A 472 A
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Cadleulo diferenciqt

5. Usa a tabela de derivadas para determinar as expressées que definem as fun¢des derivadas

de:
50 flx) =3x*—5x* + 4

52 flx)=(2x+ 1)
5.3 f(x)=x“—)§+\/7x—'\/§

|
54 flg=-
2
55 f(x)= o
5%
56 f()=
57 flx)=vx

2x + 34}
o -2

5.10f(x) = (x — 1)?
501 f(x) = (2x— 1)?
5.02f(x) = Vi — 2

5.3 () = (€ = + 26— )2 — 1)

6. Determina a 2. derivada de cada uma das seguintes fungdes:

6.1 y=32-2x+1|

63 ==

’ y—x-f"l

6.3 y=x"-2x+|
x 5 I
R

64 vy 3+2x+2

I I
= —yt 2
65 vy 4x4 P 7x +1
6.6 y=(5¢+ 1)

xt+ |
2 YT 3
3
6.8 y=x4—%+x/ix—x/§
69 v= 5x
SO ARSI
6.10 y = (3x— I)s
6.11 y=+x

7. Determina a expressio da |.* derivada de cada uma das seguintes func¢des:

7.1 y=sen (3x)
72  y=cos (2x)

7.3 y=sen?(3x)

74 y=1tg (-3x)
7.5 y=4sen (2x-5)
76 y=a (5-24

6y =g sen|z—2x

8. Calcula as derivadas das seguintes funcées:
8.1 y=5"
I X

2 y=I3]
83 y=2%

I
77 y—tg;
78 y=cos ¥
79 y:Ssenx+cosx

710 _sen x + cos x
0 SEen X — Cos X

71l y=2tsent— (t*—2) cos t

27—x
8.4 y—(g)
8.5 y:ex’+3x+?
8.6 y=e¥x
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87 y=2%* 8.10y = log, (X’ 1)
88 y=In(x-1) 8.11y = log, (3x + 5)
89 y=Invx 8.12y = log, (x*+ 1)
. Determina a equacio da recta tangente ao gréfico no ponto de abscissa x:
91 y=—x*+3x-4, x,=0 9.6 y=senx, x,=0
_1-x B _ =%
92 y= - x, = | 9.7 y=1tgx, X =3
_ X 8 B
9.3 y=sen (2x), X =7 9.8 Y= a1 =0
_ = . _Inx -
94 y—x+2, %, =0 9% y= Py =1

95 y=x*—-4x, x, =0

. Escreve a equagio da recta tangente ao grifico da funcio f(x) = x* — 5x, paralela a recta

y =6—3x.

. Calcula o valor de m € R de tal modo que a recta y = 7x + m seja tangente a curva

_ =1
f(X) - x+ 3
12. A recta t é tangente ao grafico da funcdo fno ponto A de abcissa 3. A derivada de f no ponte
2 &
4 3
! (A):5
o (B): |
2
©):3
. i : 2
= (D) -3
’ |

I3

A recta t € tangente ao grifico de f no ponto (g, f(a)). Sabendo que fadmitea |*ea

22 derivada no ponto a, entio podemos concluir que:
&
¥

| \ T M@ FE <0

(a.ﬂa))\_'/
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 Exercicios propostos |

|4. Considera o gréfico da funcdo f e de uma recta t tangente ao gréfico no ponto de abcissa a.
O valor de f'(a) é:

v

|5. Observa a recta t tangente ao grifico de fno ponto x = -2. O valor de f(-2), derivada de f
no ponto —2, pode ser:

4 (A): 2
(B): |

g (C)i=2

/\ ] (D): V2

L

16. Na figura abaixo estio representadas graficamente duas fungdes f e h:
A funcio f, definida por f{x) = e*.
A funcio h, definida em R por h(x) = log x.
A recta r é tangente ao grifico de f no ponto x = m e é tangente 2o grafico de h no ponto
X=n.

&

¥

Qual das seguintes igualdades é verdadeira?

A. m—-—l B. m—_l..._
(Pem= B 0

(Cr:e™=In10 D):In(m-n)=1
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Exercicios propostos

I7. Foi administrado um medicamento a um doente as 9 h da manha de um certo dia. A conce=-
tracio desse medicamento, em miligrama por mililitro de sangue, t horas apos ter sido
administrado, é dada por C(t) = 2t e %¥*. Determina o instante em que a concentragio do
medicamento no sangue do doente foi méxima. Apresenta o resultado em horas e minuzcs

I8. Dada a fungio f{x) = T

18.1 Determina f(x);
18.2 Resolve f(x) =0
18.3 Determina os intervalos de monotonia e os extremos relativos de f.

[9. Determina, pelas regras de derivacdo, as derivadas das seguintes fun¢des:

19.1 y=1+3x-2x* 19.10 y=

(ax + b)"
| —
192 y=x(x*-1) 19.11 y= x\[;
19.3 y=x(x— 1) 19.12 y=+v4x-3
—2x+3
194 y=""3 19.03 y=Vex—_2x+3
+ 1)? .
19.5 y:(XBX) 1914 y=YaFx
B + | |2 3x— |
9.6 y= 7 19.15 y=m
3 X
19.7 V=T il 19.16 y= P
5 3
19.8 ¥=2Z 1917 y=Va+x
19.9 y=m

20. Determina y’ sabendo que:
+
201 WL ==
Y
202 Vx*+yp=c* artg%
21. Encontra y’ no ponto A(l, 1) sabendo que 2y = [ + xy’.

22. Calcula as derivadas de cada fun¢do nos pontos indicados (aplica as regras de derivagio).

22.1 f(x)=f::;; x=0
|

299 = 3X2+ x=1

22.3 f(x) = x=v2

184
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23.

24,

25;

26.

Exercicios propostos

Céleulo diferencial

Estuda a variacdo de cada uma das seguintes fungdes e indica os extremos relativos
(se existirem): |
23.1 f(x)=-2x*+8x—-6 234 flx) = gxs —=35*+.3

23‘2 f(X) = X3—6X1— 9)( + IO 235 f(x) = e;@-:—x
2
233 f) = 3 + 4 + Bx |

Determina as assimptotas verticais e horizontais dos graficos das seguintes funcées:

3 —4x x*— |
24.1 flx) = 244 f(x) = R T
2x+15
242 fi)=""—5 %5 f()=log, (X +5)
3x—2 ¥t -2
243 f(x) = E—x i3 24.6 fix) =In ,

Observa o quadro abaixo e faz a representacio grafica da fungio correspondente:
(f(0) = 0;y = 0 & AH)

X x < = -1 —|ix< |
f = 0 -

FIN] 5|

=]

Ny

o —| o=

Considera as tabelas abaixo e constréi, para cada caso, o grifico correspondente.

26.1 g T e N i Yl e
f + =

<
W
e

262 [T X< 0 [x<o0<i [ e s I e
1 e - + i
!
Fl N\ | - il / 2 | N
26.3 [ T e e
fl + = +
F N A i : N\ A | S
264 | x gl = sl x <0000 0<x<l I x= 1
J,nr — u -
FolN | Ay e 0 ™ AV NG
26.5 | ettt 1 3 ] 0 | | .\/'g I
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__ Exercicios propostos

27. Faz o esboco do grifico da funcio f, sabendo que:

D],= R

nio tem AV e AH

f(0) = —I é minimo

f(2) = 2 é maximo
X x<0 GO =g el =2 2 x>2
A = 0 4 0 =

F LS 4] A 1E] N

. &

28.1 =iy

28.2 2t

29. De uma fungéo f de dominio D, = IR\{1}, continua em D, sabe-se que:
lim f=0;(0) =—I € min e f(2) = 3 & max.

Observa o quadro de variagio de f e propde um grafico para a fungao f.

il B -l ) Ol Qe DRI i e DU L2 x>2
r ] - 0 + [l 0 -
B A R N




Célculo diferencial

30. Observa o quadro de variagdo de uma fungdo real de varidvel real.

X =l ==l LD e <2002 X2
Ir” — + 0 = +

™ 2|5 Pl

Prop&e um gréfico para a fungio sabendo que |i|:"| fix) = 3.
Xt

31. Dada a funcio real de varidvel real definida por f{x) = xzi %

31.1 Determina o zero da funcio.

31.2 Calcula a ordenada na origem.

31.3 Determina o dominio da funcio.

31.4 Determina as equagdes das assimptotas horizontais e verticais.
31.5 Estuda a variagdo da fungio e indica os extremos (se existem).
31.6 Esboga o grifico de f.

) ! X +x—2
32. Considera a fungao f definida por f{x) = S,

32.1 Calcula os zeros de f e a ordenada na origem.

32.2 Escreve as equagdes das assimptotas.
32.3 Estuda a monotonia da funcio.
32.4 Esboca o grifico de f.

9
33. Dada a funcdo f{x) = x*— sz:

33.1 Encontra o dominio de f, os zeros e a ordenada na origem.

33.2 Estuda a variacio de f e os extremos relativos.

33.3 Estuda o sentido da concavidade e determina os pontos de inflexdo.
334 Esboca o griafico de f.

33.5 Indica o contradominio de f.

—3x
J=
34.] Determina o zero e a ordenada na origem de f.
34.2 Determina o dominio de f.

34. Considera a fungio f(x) =

34.3 Determina as equagdes das assimptotas.
34.4 Estuda a variacio da funcio e indica os extremos relativos.
34.5 Esboca o gréfico da fungio.

2

4
35.1 Determina o dominio, os zeros e a ordenada na origem de f

35. Dada a fungdo f(x) = P

35.2 Determina as equagdes das assimptotas.
35.3 Indica os intervalos de monotonia e os extremos relativos de f.
354 Estuda o sentido de concavidade e indica os pontos de inflexdo, se existirem.
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36.

37.

38.

39

40.

41.

42.

35.5 Esboga o grifico de f.
35.6 Classifica f quanto 2 paridade. Justifica a tua resposta.

35.7 Indica o contradominio da fungao f.

Observa o grifico. Qual das fun¢bes indicadas corresponde a este grafico?!
¥ XZ
d (A): 0 = g4 5
=l
®B) 1) = 5753
) 2 9 3 B sl
it (©) ) = 5—3
x2
(O ) = g~
2 _
Uma representagio grifica da fungio f definida por f{x) = A o3 pode ser

A4 B 4
|
\123/ x _HZW x

) -112 \w x . -l \\ 5

L v

Cada metro de rede necessaria para construir uma capoeira rectangular custa 800 meticais.
O proprietario pretende que a area cercada seja de 300 m?. Calcula o resto minimo da reds

Determina dois nimeros cuja soma € igual a 20, de modo que o seu produto seja maximo.
Calcula dois nimeros de diferenca igual a 10, de modo que o seu produto seja minimo.

Qual é o niimero cuja diferenca entre ele proprio e o seu quadrado é miximo?

Um projéctil é langado verticalmente debaixo para cima. A altura h atingida ao fim de t
segundos é dada pela expressio h(t) = 10t — 5¢%

42.1 Qual é a altura maxima atingida!?

42.2 Ao fim de quanto tempo o projectil atinge a altura maximal




43.

44,

45.

46.

47.

48.

49,

50.

sl

Exercicios propostos

Cdleulo diferencial

O produto de dois nimeros positivos é 16. Quais sdo esses nimeros se a soma de um com
o quadrado do outro for minima?
Divide o numero 12 em duas partes, de modo que o produto de uma pelo quadrado da

outra seja maximo.

Determina, num segmento AD de comprimento fixo, um ponto P tal que seja minima a soma
das dreas dos quadrados de lado AP e PB.

Pretende-se fabricar uma lata cilindrica aberta por cima. Dispbe-se de 300 cm? de material.
Quais devem ser os valores de altura e do raio base para o volume seja maximo?

Numa folha quadrada de cartolina, cujo lado mede X 18 — 2x X
I8 dm, pretende-se cortar, nos quatro cantos,

quatro quadradinhos iguais para fabricar uma caixa.
Calcula a medida do lado do quadrado a cortar em
cada canto para que a caixa tenha volume méximo.

X 18 — 2x X

A machamba rectangular do sr. Mario, de certa drea, estd ao longo de um rio. Ele pretende

vedé-la. Quais sdo as dimensbes da machamba para que o perimetro da verdacio seja minimo!?

Uma machamba de forma rectangular tem de drea 216 dm?. Pretende-se dividir em duas parcelas
rectangulares iguais e proceder a vedagiao da machamba das parcelas obtidas. Quais serdo as
medidas dos lados da machamba, em metros, para que se gaste o minimo de material para
aquela vedagio!?

Num canto de um quintal com muro pretende-se isolar,
com uma trave de madeira, a maior drea de terreno
possivel. Sabendo que a trave mede |0 m, em que
posicdo devera ser colocada’

Para vedar um certo terreno rectangular destinado a um pomar, encostado a um muro ao longo
do qual é dispensével a vedacgdo, sdo necessarios 160 m de rede. Calcula as dimensées do pomar
de modo que a sua drea seja maxima.
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' Primitiva de uma funcio

No final desta unidade, deverds ser capaz de:

definir primitiva de uma fungao;

estabelecer as propriedades da primitiva da soma e do produto por constante;

calcular e identificar primitivas imediatas;

identificar casos adequados a utilizacdo de primitivagio por partes;

calcular primitivas por partes.

Funcio primitiva e integral indefinido

Em muitos problemas, a derivada de uma funcdo é conhecida e o objectivo é encont===
a propria fungdo. Por exemplo, conhecendo a velocidade de um corpo em movimento, podemas
querer calcular a sua posicdo em um momento qualquer.

O processo de obter (recuperar) uma funcao a partir de sua derivada ¢ chamado de integracz®
indefinida ou antiderivacao e a fun¢do recuperada chama-se primitiva.

Definicdo

Definicao 1: Diz-se que uma funcio F(x) ¢ uma primitiva de f(x), para qualquer x do domin::
de f; se a derivada de F(x) for igual a f{x). Isto é: F'(x) = f{x).

Exemplos
1. F(x) = cos x é uma primitiva de f(x) = -sen x, pois F'(x) = -sen x.

2. F(x) =x*+ 2 éuma primitiva de f{x) = 3x%, pois F'(x) = 3x°.

Nota que a primitiva de uma fungao nao é inica. Por exemplo, a fungdo derivada f(x) = 2x - %
poderia ter como primitvas F (x) =x*-x+ 2, F,(x) = x> = x = 11 ou ainda F,(x) = x* - x + ¢, onds
¢ € uma constante qualquer. Se derivarmos as fungodes primitivas, estas dardo sempre a funcz:
derivada. As constantes podem tomar qualquer valor, pois derivando a constante da sempre zero.
Assim, a primitiva da fungao derivada f{x) = 2x — 1 € dada por F(x) = x* - x + ¢.

Podemos entao afirmar que qaisquer duas primitivas diferem por uma constante, ou seja, s=
F.(x) e F, (x) forem primitivas de f(x), entdo F,(x) - F,(x) € constante.




Primitiva de uma funcao

Definicdo 2: Se f(x) ¢ uma funcio continua em R, entdo a sua integral indefinida ¢ dada por
Jfx) dx = F(x) + ¢, onde F(x) é uma primitiva de f{x), ¢ € uma constante, chamada constante de
integracao, o simbolo «[» é chamado sinal de integracao, f{x) € o intergrado e dx € a diferencial
de x. O diferencial de x significa que a funcao f{x) foi derivada em relacdo a x.

Exemplos
3 2
1. JI"(XZ + %X;V s 2},2) dx = % . 3}{2'y

dx significa que a funcao f{x,y) = x* + 3xy + 2y” foi derivada em relagdo a x.

+2x7 + ¢

— ’ g 2.
2. JE+3xy+ 297 dy=xFp + % Xp?+ 3 vidc
dy significa que a funcdo fix,y) = x* + 3xy” + 2y* foi derivada em relacdo a y.
Nota: para verificar se uma primitiva foi calculada correctamente, basta determinar a derivada
da funcio F(x) + ¢; se a derivada de F(x) for igual a f{x), entdo a primitiva esta correcta.

A ligacdo existente entre derivadas e primitivas permite-nos usar as regras ja conhecidas da
derivacao para obter regras correspondentes para a integracao.

W1 Primitivas imediatas

Exemplos
1. De acordo com a definicdo da fungdo primitiva, vamos determinar a primitiva de:
LI fie) ==

. X
Nota-se facilmente que esta funcio € F(x) = e

1.2 fix) =3x2
A funcao cuja derivada é 3x* é F(x) = x* + ¢.
1.3 e
fx) cos?x
Veja — € derivada da funcao t te. Por isso a primitiva de =— —
eja que coszxe erivada da funcdo tangente. Por isso a primitiva de f(x) P

EFx)=3tgx+c

14 Flx)=x(x-1)x-2)

Para obter a primitiva desta funcéo, primeiro vamos escrever o polinémio correspondente
a este produto aplicando, para isso, a propriedade distributiva:
f)=x-x)x-2)=x*-2x* - x>+ 2x = x* - 3x*> + 2x

R Ar
a primitiva & F(x) = S X+ X%+

191
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Propriedades da integracio

Estas sdo as propriedades da integracao:
e Se [fix) dx =F(x) + ¢, entdo (F(x) + ¢)' = f{x), onde ¢ € R.

* O integral do produto de uma constante por uma funcéo ¢ igual ao produto da constante pelo
integral da funcao.
Jkfix)dx =k [fix) dx, ke R

¢ (O integral de uma soma ou diferenca de funcoes € igual a soma ou diferenca dos integrais.
JIfx) + g(x)] dx = [fix) dx £ [g(x) dx

Tabela de integrais

Se a funcao integral nao é uma funcao elementar, em caso de necessidade usam-se tabelas de
valores para estas funcdes. A tabela a seguir pode ser facilmente obtida a partir da segunda defi-
nigao e das regras de derivacao. Isto €, a ligacdo existente entre derivadas e primitivas permite-nos
usar as regras ja conhecidas da derivacao para obter regras correspondentes para a integracao.

I Rtneaes potinarrarstil TR R A0 I

nt|

"dx=———+tcmneRA-I}leceR
b=t (1)
/
2. f};dx =hh|x|tccomce R
il . _ 1. Fungbes trigonométricas
3. fsenxdx=-cosx tceomcER
4, Jeos xdx =senx +ccomceR

=

f 'I-_; de =tgxtcomcelR
COs" X

&, L dx =-cotgx +tcomce R

X
=In !tgg‘ teomceR

X T
=n Lg§+z‘+c,comceﬁ%

_lll. Fungées que contém soma ou diferenca de quadrados

i
elx / X
2 —— =—oarctg—+ca+x0comceR
| xt+gt a a
o dx [ x—d
10 j =—h|—|+co=0comce R
¥ —d da Ix+a
[ dx [ |latx :
I, - =— +ca=0comceR
at—x 2 =
12 #:In|x+\/x"’4_ro"'l+c,ov~0.comc€]1{
i VX ka
] X
[3. j}dfx =arcsen—+ca >0, comece R
V X ]
R IV. Fungdes exponenciais
P
14 fox dx = m+c,a>0.comc€]?§

15, |Jefds=e"+c




Primitiva de uma funcéo

Exemplos
1. Vamos encontrar os integrais, aplicando as principais regras de integrac@o e a tabela de
integracao.
11 [Adx
1.2 f(x3—4x2+2x-9) dx
1.3 [ix-a) (x+b)dx

14 [V3ax® dx
2
L5 [EEEd gy
Fé&
3
L6 [y

7
1.7 0 -3 dx

1.8 dx

21 -3x%
1.9 [(7e*—sen x) dx
1.10 f(4x + cos x — 5) dx

3

id f7x2dx=7fx2dx=7-’;;+c
1.2 f(x*—4x%+ 2x - 9) dx = [x* dx — 4)x* dx + 2fx dx — 9[dx

x* X x?
—Z~4-§+2v5—9x+c

4 3
:%—4%+x2—9x+c
)
Nota: fdx:fx“dx:éill +c=x+¢

1.3 [(x—a) (x+b) dx= [(x*>+ bx — ax + ab) dx
= [X* dx + bfx dx — a/x dx + ab[dx

K x? %
= 4 ht G '
3+ 5 a.2+abx+c
3 —a .
:%+b—ax'2—abx+c

3
14 (V500 dx = [m X2 dx

3
= Safxzdx

T
il 1 1 1
LI

it
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2, it | 2 2
15 = [X¥+t34 =f X +_3,de
f IV TV

3 1
= fxf (dx + 3fx 2 dx

+1 _——J'-+l

3 g dx
¥ BT | .
fx2+11 A fx3+(\/1].)2

-~3—arct —X—+c
SYIT PR
3 i )
1.7 jm_._?dxjf (VIO - x?
__7 4 |VI0 +x
210 |V10 —x

L fvzldf 3 f x/3(£7fx— )

_Lf_dx
- [wr =

=L,sen“i+c

V3 v7
1.9 [(7e*—sen x) dx = 7[e* dx — [sen x dx

=7¢*+COSX+C

1.10 f(4x + cos x — 5) dx dx = [4x + [cos x dx - S[dx

=2x*+senx—-5x+¢

Técnicas de primitivacio

Método de substituicao

O método de substituicio consiste em substituir uma expressao dentro do integral por umz
outra variavel. Para isso, ¢ necessario que a expressao a substituir tenha a sua derivada ou funcac
semelhante & sua derivada dentro do integral.

Exemplos
1. Vamos encontrar os seguintes integrais:
xz
1.1 —dx
f 7 +xt

Como a derivada do denominador é semelhante ao numerador, substitui-se o denominados
por uma nova variavel e ajustamos o numerador de acordo com a derivada do denominador.




Primitiva de uma funcéo

Seja 7 + x* = t, derivando os dois membros obtemos:
3¥dx=4df

1
iyt
X dx 3

C ¥ e [d E_T T
f7+x-°' ’fg r‘3[

1
=—In|f|l+c¢
3

Retornando para a nossa variavel, sabemos que £ = 7 + x*, entdo temos:
lln |z'i+c:lin |7 + 23 + ¢
3 3

1.2 fMd

o

Observando com atencdo a funcio integrando, vimos que a funcdo In x tem a sua
derivada —, logo, fazemos a substituicdo.
X

Seja ln x = . Derivando ambos membros obtemos:
Lx=ar
X

t dt

—_—

f{lnx}“’ %:ft3cit=§+c=%(lnx)*+c

1.3 [cos 5x dx

Seja Sx = t. Derivando ambos os membros, obtemos:
Sdx=dt

dx:%dr

fcos Sx dx = fcos

1w
5"
1

=—senit+c¢
5

= gsen Sx+¢

dx
1.4 f
3x-7

Como a derivada do denominador é semelhante ao numerador, podemos fazer a
seguinte substituicdo.
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Seja 3x — 7 = t. Derivando ambos os membros, obtemos:
3dx=dt

:%1n|3x—7|+c

1.5 [sen® x cos x dx

Seja sen x = t. Derivando os dois membros, obtemos:
cos xdx =dt

[sen® x cos x dx = [ dt:%t‘+c:%sen*x+c
—— e

t dt
1.6 [cosx dx

fcos® x dx = [cos® x - cos x dx
= f(1 —sen® x) cos x dx
= [cos x dx — [sen? x cos x dx

Seja sen x = t. Derivando ambos os membros, obtemos:
cos x dx = dt
Jcos? x dx =sen x — [t2dt

=senx+%r3+c

1 .
=senx-——sen‘x+¢

3
dx
1.7 ——
fx 3% -8
Seja 3x2 - 8 = t. Derivando os dois membros, obtemos:
6x dx = dt
1
X dx = 2 dt
o dx___qldt
J 3x2-8 f 6 Vi




Primitive de uma funcdo

1.8 [x2(13 + ax?)® dx

Seja 13 + mx* = £. Derivando ambos os membros, obtemos:
3nx? dxy = dt

x2 dx =%:rc dt

(13 + nx) dx = [(13 + x?)® x2dx
—_— e ————

t %n dt

=ft5 . -;::rc dx

= %nj'ﬁ dt

—lnf+c
376

== % (13 +mx*)®+ ¢

1.9 f dﬁ vtgx +7
cos® X

Seja tg x + 7 = t, derivando ambos membros obtemos:
il

s—dx=dt
COs” x
dx dft
fCOSZXVthJr?_fW
_ el
= [t dt
1
B
=1+¢cC
2
=2Vt+c

=2Vtgx+7 +¢

dx
v1-x2

1.10 jarcsenzx

L RLER S
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Seja arcsen x = t. Derivando ambos 0s membros, obtemos:

1
——dx =dt
V1-x°

farcsenzx % = [t2 dt
= l B4

1 3
= dICsen” x + ¢

Integrais que contém um trinémio quadratico
no denominador

Existem trés casos a considerar.
1.° caso Se o numerador € de grau zero, simplesmente escreve-se ou transforma-se o trindmio

quadratico na forma:

alx+k)+k;k,k, eR (1)

Isto é:
L +_J2 . 4ac - b?
2a 4g°

i Adx _é dx
__’ax2+bx+c_afX+EJ2+4a(?—b2
2a 4a

ax* +hx +c=0<a

ac—b* . .
€ uma constante, podemos igualar a k:

Como

b d; ; que € integral da tabela 9
e+ ) + /B

::>I=f—1f
d

. X+Db :
Seja P Derivando ambos 0os membros obtemos:
dx =dz

Al__dz __AVK
[ =k e

2. e
vk

T a

_A\/E X+E
= ok arctg \/E F=iL

Nota: para transformar um trinémio quadratico qualquer na forma (1), procede-se do seguintes

modo:

cJ_ax2+bx+('b)2_(!JJ3+£

b
ax3+bx+c:a(x2+—x+— iz i
a a a  2¢t) 2a,

198
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Primitiva de uma funcéo

Primeiro, factoriza-se o termo a. Depois soma e subtrai-se a metade do quadrado do coeficiente

do segundo termo. Finalmente, agrupa-se os primeiros trés termos que constitui um quadrado
perfeito.

Exemplo
1. Vamos transformar os seguintes trinémios quadraticos na forma (1).
L. 533 —7x48

7x  8)
2 = & S
S5x2-7x + 8 5(x 5+5J
5 Xz_3+(,_7_)2_£+§
- 5 110/ 100 5
712 156
=5 [|x- g + 122

1.2 x*+14x-9

M+ 1dx -9 =x2+14x+72-72-9
=(x+7)

2.° caso O numerador ¢ do 1.° grau: como a derivada do trinémio quadratico é funcio do

1.7 grau, que € semelhante ao numerador, entdo podemos ajustar o numerador com a derivada
do denominador.

Exemplo 1 7 1
; f il _IIE(ZX—7)—§de_f§(2x—7)f_zI‘ dx
R T -7x+13 | X®-7x+13 2/ x-7x+13
1 5 7 dx
e W LY - S
2]n[x x + 13| zf(x 7)2+{\{§)z
2 2
:%]n|x3—7x+13|—%arctg2—f/%z+c
) 13
5 [l e N g2 [ g gl W
' fx2—4x+5 _fx2—4x+22—22+5 _Zf(x—2)3+1 f(x—2)2+]

=%1n |x* - 4x + 5| - 4 arctg(x - 2) +¢

3.° caso Se o grau de numerador for maior ou igual ao grau do denominador, primeiro divide-
se os polindémios.
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Exemplos
1. Vamos encontrar os seguintes integrais:
11 f{_xz +3x+1)dx
X2+ 4x+8
Divisao:
xX2+3x+1 | x*+4x+8
—(x2+4x+8) | 1
0-x-7

f{x2+3x+1)dx:f(1 x+7

X +4x+8 T x?+4x+8
B [+ 7)dx
= fx2+4x+8
%(2x+4)+5

=*= i ©

_x_lf 2x + 4 s dx
T2 x4+ 4x+8 (x +2)2 + 22

=x—l1n Ix2+4x+8]—%arctgx+2

5 2+C

x¥dx
12 fx2+4x+8

Divisao:

X¥+0x2+0x+0 | xX*+4x+8
—(x* + 4x% + 8x) x-4
0-4x2-8x+0

—(—4x>-16x - 32)
0+ 8x+32

8(x + 4)

x2+4x+8)dx

(2x + 8) dx

x2+4x+ 8

IR (2x+4)dx dx
4JE‘HLJ‘;(3+4X+8 ! f(x+2)2+22

f x* dx
x*+4x+ 8

=f(x-4—
=f(x—4)dx+4f

2

x+2
2

+

2
=%—-4x+41n |x* + 4x + 8| - 8 arctg
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Primitivacdo por partes

A partir da regra da derivada de um produto, podemos deduzir a férmula de integracio de um
produto de funcoes.

(v) =u'v + uv'

Integrando ambos os membros, obtemos:

[y = fu'v+ Juy’
uv=fvdu+ judv <

| dv=wy-fvdu

Esta ultima € a férmula de integracdo de um produto de fungdes, conhecida por integracao
por partes.

Procede-se da seguinte forma. Escolhe-se a funcdo em que é mais dificil encontrar a primitiva
ou aquela em que derivando, deprecia-se a sua complexidade. Designa-se esta funcao por u e
encontra-se a sua derivada para obter du. O resto da expressao designa-se por dv. Encontra-se a
primitiva para obter v. Por fim, substitui-se as expressoes obtidas em cima e coloca-se na férmula
da integracdo por partes.

Nota que o processo so termina quando se encontrar uma integral mais simples de determinar
a primitiva.

Exemplos
1. Vamos encontrar os integrais seguintes:

1.1 fx*sen xdx
A foérmula ideal para encontrar a primitiva deste integral é por partes, pois € integral
de um produto de funcdes que ndo tem nenhuma relacdo entre elas. Isto é, nenhuma
das funcoes ¢ derivada da outra.
Faz-se =2
Agora, integrando ambos os membros:
u=x2= du=2xdx

dv=sen xdx = v=-Ccos x

Aplicando a térmula: fu dv=u-v— [vdu
u=x%du=2xdx, v=-cos x

[x% sen x dx = x*(—cos x) — [(—cos x) + 2x dx
=—XCOS X+ 2fx COS x dx
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Aplicando pela segunda vez a regra, obtemos:
[x2sen x dx =—x cos X + 2(x sen x — fsen x dx)
=-XCOSX+2xsenx+ 2cosx+c¢

1.2

Este integral também se pode fazer por partes, onde u=x e du = dx
Logo, dv = cos x dx
Jdv=sen x

fxIn 2x dx

Neste exercicio, ¢ dificil encontrar a primitiva de In 2x, entao vamos designa-la por u.

=1n ZX:'dH.:%dX

0o,

dv=x=v=

Aplicando a formula:

X2 ® A
= — —|=.-=d
fxIn 2x dx 5 In 2x fz = X

x?. xZ
=—In2x-—+c¢
g ey

farctg x dx

Como ¢é dificil encontrar a primitiva de arctg x, vamos designa-la por u.

1
u=arcteg x = di = ——— dx
§X= 2]

dv=dx=v=x
Aplicando a férmula: farctg x dx = uv - [v du

. 1
_xarctgx—jx-mdx

=X arctgx_%]n [x2+ 1|+ ¢



Exercicios resolvidos

I. Encontra os seguintes integrais:

L f 7 dx

|2f 7m dx
2 +4x+5 '

x—6x+ 13
19 dx

dx
1.3 —_— 1.4 [——-—
fo"-+7x—5 J VI —3x—x2

Resolucio:
I.I' Vamos primeiro transformar o trinémio quadratico na forma (I).

3x2+4x+5t3x2+ix+—-
% Rl
=3X2+jx+ 22 (_.2.)1+£]
3 3 3 3
=3 )(-1-22+ﬂ
3 9
7dx _7 dx
f3x2+4x+5 '§f 2
X =] e
3 9

2
Fazendo x + 3% dx = dz

]=Z dz
e
il e

7 i z
=.E'WarCtg\flT 12
A

A
a5 L W
= arctgm c

1.2 Vamos transformar o trinémio na forma (1).
X2—6x+ 13=x2—6x+32-32+ |3

= (x—3)2+4
f 7 dx I dx
T x+ 13 “f(x—3)2+4

Fazendo z = x — 3, dz = dx

dz
fi f ZL DY
7

6y S
=5 arcigs tc

_7_3t x—3+
—zarctg ) (i

Primitiva de uma funcée
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Exercicios resolvidos

1.3 Vamos transformar o trinémio na forma (1).

TAv Ak
X+ Ix—-5=xt+Tx+ E)—E)—S
Ll 167
it il Al

f dx il dx
Vxt+7x=5 72 (/692
J\/“z) '( 2 )

7
Fazendo x + 3 =z, dx=dz

fi dz
ity
e

2
o

V69

=lhz+\22-

74
= |n x+5\/x2+7x—5 +c

.4 Vamos transformar o trinémio na forma (I).
| =3x—x2=—(x*+3x-1)

312 {3)2
sl 5]-(5)"]
312 I3
o3y
13 312
S

f\/l !_932)(— X i l9f (E)l fxx 3]2-

2 2
Fazendo x + E= t, dt = dx
| = ]9J|3+
e el |
3 t
= |9 arcsen ti_3 +ic

2

2x + 3

+
19 arcsen Vi3 c
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_ Exercicios propostos |

|. Encontra os integrais:

LI - Joe+ 2 V) dx
2

1.2 fﬁ?wﬁ

1.3 J(x* + 2x* — V) dx

dx

1.4 [(5xy*—4x%y — 3) dy

.5  f(x+3)dx
1.6 [x(x + a)(x —ad) dx

1.7 I[xz + % dx

1.8 fs o

' 3x-7

19 f; . (EE

i F35* + .12

1.10 fL

) V2x* -8

2. De acordo com a defini¢do da primitiva, calcula a primitiva de cada uma das seguintes
funcoes:
21 y=x 22 y=x
|

23 y=2x 24 y= EX_E
25 y=1 2.6 y=cosx

3. Determina as primitivas das seguintes fungdes:
3.1 y=5x*+4x+3
32 y=x(x-1){x+2)

33 y=¢e
34 y=-senx
|
35 y= X
I
36 y= cos’x
I
37 y= poTm
38 y=b5
39 y=10%3
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Exercicios propostos

4. Encontra os seguintes integrais:
4.1 [sen 2x dx

2
4.2 f(ln X) . dx

|
4,
3 J'sen1 5x ax
dx
44 f
3x + |
45  [tg 4x dx

46 [cos (x +9)dx
47  fcos® x sen x dx

48 f———dx
S AR/
49 F&
7 e+ 10
dx
4.10 fsenx 5
cos® x

; dx

4.11 jarccosz)(72

|-—

2f dx
4.1 x——x2+4

5. Encontra os seguintes integrais:

5 J}L
’ x2+2x+5
' dx
ot J 7 e
dx
5.3 —_—
]I—x+3x2
5.4 fs i
: X _T7x+ 13
—(2-3x) dx
5 S i —
> fx2—4x+5

5 dx
56 |(x*—2x+ 1) R

K fxz odx

5.8 f“ XTI
dx
59 f3(x
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Exercicios propostos

6. Encontra os integrais usando a técnica de integragao por partes.
6.1  [xsen 5xdx

6.2 [ln x dx

6.3 [xedx

64 [(x+ ) cos x dx
6,5 [xIn3xdx

6.6 [e*sen 2x dx
67 [xlnxd

6.8 [x* cos 3x dx
69  farcsen x dx
6.10 F— dx
e
6.11 [xe>dx
6.12  [x* e™ dx
6.13  [(x*—2x + 5) e* dx
6.14 [x* e dx
In x

6.15 J— dx
X

7. Encontra os integrais seguintes:

7 [_“fx_
1+ 3x—4
72 171(”2
+4x — |1
73 f5x+8 ) dx
T—d— 3>
74 [ x dx
Vxi+ 8x— |
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Numeros complexos

No final desta unidade, deveras ser capaz de:
» identificar nimeros complexos e a relagio entre os diversos universos numéricos;
* operar com numeros complexos na forma algébrica e na forma trigonométr]ca;
* interpretar geometricamente as operagoes com niimeros complexos.

ERE Contexto histérico

Os numeros complexos apareceram pela primeira vez no século XVI com matematicos italianos
como Cipido Del Ferro, Tataglia e Cadern. Foi Bombeli quem primeiro esbocou uma teoria dos
nameros complexos. O estudo dos nimeros complexos € hoje muito importante e de grande
aplicacao na Matematica, na Fisica e na Engenharia Electrotécnica.

E®Y O conjunto dos nimeros complexos

Noc¢do de nimero complexo (forma algébrica)

Em R, a equacio x* + 1 =0 ¢é impossivel porque néo existe um niamero real x tal que x* = -1.
O problema ficou resolvido com a ampliacdo do campo real, introduzindo o simbolo i (niimero
imaginario) para substituir v-1. Isto é:

e
Deste modo, a solucdo da equacdo x*+ 1 =0 é dada por:
—V-l=—ivxy=yv-1=i

Exemplo
1. Resolve a equagao x> - 2x + 3 = (.

A=4-12=-8
x=2-vV2ivx=2+-vV2i

Um numero complexo é todo o nimero que pode escrever—se na fcrma a+ bz com aeb
‘elementos de R e onde i --\?' Iy IR R '
O conjunto de nimeros complexos representa—se por C




MNimeros complexos

No numero complexo z = a + bi, diz-se que:
° g € a parte real; representa-se por Re(z);
* —bi € a parte imaginaria; b € o coeficiente da parte imaginaria; representa-se por Im(z);
* sea=0e¢b+#0, entdo z ¢ um nimero imaginario puro;
® z=a-Dbiéoconjugado dez=a+ bi.

Exemplo
1. Nonameroz=2-3i:
2 é a parte real;
—3i € a parte imagindria;
2 + 3i é o conjugado de 2 - 3i.

2. Vamos resolver, em C, a equacdo x2 - 2x + 5 =0.
A=4-20=-16

16
=9 4

X 2
@:{:224‘:&25

EEJ Representacdo geométrica dos niimeros
complexos

A cada numero complexo z = a + bi corresponde um e um sé par ordenado (a, b) £ R e vice-
-versa:

a+bi<(ab)cR

Fica assim estabelecida uma correspondencia biunivoca entre o conjunto dos nimeros complexos
e 0 conjunto dos nGmeros reais.
Fixando no plano um referencial ortonormado, a cada par ordenado (a, b) corresponde um
e um so ponto P.
A imagem de qualquer nimero real esta sobre o eixo das abcissas (eixo real).
y
pL - Dia. b)

O ponto P chama-se afixo do complexo a + bi.

O esquema usado para a representacao geométrica dos niimeros complexos chama-se diagrama
de Argand, em homenagem ao matemaético francés Argand que estudou os niimeros
“omplexos.



Unidade 8

E¥Y Médulo de um niimero complexo

Dado o ntimero complexo z = a + bi, 0 médulo ou valor absoluto de z € dado por:

Graficamente, esse mdédulo representa a distdncia do ponto P a origem do sistema de
coordenadas:

A
bl -
7l

Plz)

;21 DL .

o

EXJ Complexos conjugados

> |z|=|z|

- Tk
. 7

. @z =77,

Exemplos

1. 3+2i=3-2i

2. 3-D+@B+i=6

& Gep=Bal=P

4. B-D+@+D)=@B+D)+@-D=7

5 G-D-@+D)=0@+) - @=D=13+1i

EXA Propriedades relativas a complexos conjugados

° |z|=0
o jal= | =]
® Z-E=|ZI2
|f77‘1'zz “||Z1|'|Zz|

e 1 =_icomz 0

22 |Z}| 27é
o 14+2,) 24+
| &~2; | =AB

O modulo da diferenga de dois niimeros complexos ¢ igual a distancia entre os pontos imagem

desses nimeros no plano de Argand.




MNimeras complexos

Rela¢io de ordem em C

L impossivel definir uma relacao de ordem entre numeros complexos que possa conservar as
propriedades formais de caculo em R. Isto €, ndo faz sentido dizer que um namero complexo € maior
que outro. Entre os nimeros complexos, apenas podemos estabelecer uma relacao de igualdade.

Relacio de igualdade em C
Dois nameros complexos z, = a + bi e z,=c+ di sdo iguaisseesosca=c e b=d.
z,=z,5ees0sea=c e b=d
Exemplo
1. Vamos determinar m e n de tal modo que 2m + 4 — 8i scja iguala 2 + (3 + 1)i.

2m+4=2<=2m=-22=m=-1
IM+1=-8<3In="S9=n=-3

Operagdes com nimeros complexos

Adicdo
Consideremos dois nimeros complexos ao=a+ bieff=c+di, sendoa, b, ced € K.
A soma de a e 3 ¢ dada por:
a+PB=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(c+d)i

Isto é:

(a+bi) + (c +di) = (2 +0) + (b + d)i

Multiplicagao

Consideremos dois nimeros complexos e =a +bie f=c +di, sendoa, b, ced € R,
O produto de a e p € dado por:

a - B=(a+ bi)(c+di)=ac+ adi+ bci + bdi?

(g + bi) (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi*

= gc + adi + bc i - bd, porque 7 = -1

Isto é:

(a -+ bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i

Exemplo
1. Dados os numeros o. = 1+ 2i e p =3 + 51, vamos calcular:
1.1 a+p 1.2 a-B
o+ p=1+2i+3+5i o-p =(1+20)@3+50)
a+a =(1+3)+(2+5)i a-f=(1-3-2-5+2-3+1-5)i
a+p=4+7i o-p=-7+1i
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Divisao

Consideremos dois nimeros complexos a« =a + bie p=c+di, sendo a,bced e K.
O quociente de a e § ¢ dado por:

% = fj : g:, multiplicar os dois termos da frac¢do pelo conjugado do denominador.
a+bi  a+bi)c—di) _(ac+ bd) + (bc - ad)i

c+di (c+di)(c-di) E+d?

Isto é:

a+ bz_ ac+ bd +"(39E: ~ad)i

Exemplo
1. Dados os nimeros =1 + 2i e p = 3 + 5i, vamos efectuar a operacao g
a_1+2i (1+2i)3-5i)
B 3+5 (3+5)3-50)
_3+10+6i-5i _ 13+i=ﬁ+if
9+ 25 34 34 34

Potenciacdo

No conjunto dos nimeros complexos, mantém-se a definicdo de poténcia de expoente natural,
com as respectivas propriedades.

Em particular, tem-se:
e 2=-1
o =P i= (=)l =i

o Pf.2=(-1).(-1) =1

Seja n um numero natural qualquer e designemos por g e r respectivamente, o quociente e o
resto da divisao de n por 4. Teremos , entdo: n = 4g +r,com 0 <r < 4, e i"= 4" = . ¢
= (47 i

Como i#*= 1, conclui-se que "= 1".
Em conclusdo: a poténcia de i de expoente natural é sempre igual a poténcia de i que tem
por expoente o resto da divisdo de n por 4:
i =7 onde r € o resultado da divisdo de n por 4
Exemplos

L1 =it =perj

1.2 =i i=i
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Nimeras complexos

Forma trigonométrica dos nimeros complexos

A medida, em radianos, da amplitude do angulo positivo o formado por z chama-se argu-
mento do complexo 7.
Em particular, tem-se:
¥ z=a+bhi P
—

2| = |OP|

sena:E@b:Lz] sen a

I

a
Ccos o =—<>a=|z| cos a

7

b
tg(}.—a

=

Como z = a + bi, entdo

z=|z|cosa+|z|isen a <

Esta é a forma trigonométrica dos niimeros complexos.
E frequente representar-se |z| por p e z por p (cos a + i sen a), pe™ ou ainda p cis a. A forma
trlgonometnca dos ntimeros complexos escreve-se, entao, assim:

Observacdes

e O complexo 0 + 0i tem modulo nulo e o argumento indeterminado;
¢ 0s nimeros reais positivos tém por argumento 0 e os negativos ;

p ; o . T 3 _ . ! . -
= 0s nameros imagindrios puros tém por argumento 50U, se0 coeficiente da parte imagi-
naria for positivo ou negativo, respectivamente.

Exemplos
1. Vamos escrever na forma trigonométrica z = V6 — V2.
Vamos, primeiro, encontrar o modulo:

Il =VIVeT + (V2T = V8

Em, seguida, calculamos o argumento:

oS =—"=—m=—r

= l‘;l _\/_"6_ /3
b v2_ 1

sen o = [T Ve 2

Logo a :%, comkeZ

Entdo, z=V8 (ﬁ— l:) ITn

A

I¥ I'|..|.i|
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2. Escreve na forma algébrica z = 2 cis (%T)
- 5w S ('V‘Z V2 ) :
= S . y ——— —_— = _ = — 2
z=2cis 1 2. cos 2 +sen— 2 5 5 VZ2-v2i

Forma trigonométrica do produto

Sejam z, e z, dois nimeros complexos nao nulos, tais que:
e z, =p,(coso+isen ()
e z,=p,(cos B +isen f)

Entao:
z, - z,=[p,(cos o +isen a)] - [p,(cos p +isen Bl

cos(a + p) sen(a + f)
z,-z,=p,p,l(cos a cos p - sen a sen ) + i(sen o cos ff + COS a sen B)]
z, -z, =p, p,[cos (o + B) + i sen (o + B)]
ou

Z - Z,= p,Cis (o +B)
Exemplos
1. Sabendo que z, = 2 cis % ez, =3cis %, vamos calcular z, - z,.

Zy=2 - %czs[;+%]

z-2z,= 6 cis [%T)

7 W 6(cosiE+zsen5—’]
] 2 4 4

E na forma algébrica:
(‘F ‘F) 3VZ + 3VZi

2. Sendoz =3 cos[ 3 J z,= =g V5 cos — = COS 5%, vamos calcular:

2.1 2 SV (_§+€)

z,-2,=3V2 cis [—%)

z,-2,=3V2 [cos vi)—iseng]:&fz— (?——
V6 3V2

Ok T

b | =
—
e .

214 o




Numeros complexos

2.2 zz-zg=ﬁ-cis[%ﬂ+g]=x/§c'15ﬁ

z,-z,=V2 (cosm+isenm)=-v2

: T om  Sw . 2
2.3 zl-zz-zs=3\/§c15(—§+g+?)=3\/§c15—3—

zl-zz-z3:3\/?(cos—2§+isen2%)
B 1 ﬁ)
e

__3V2 36,
T2 2

Forma trigonomeétrica do quociente

Sejam z, = p, cis x e z, = p, cis B dois ndmeros complexos na forma trigonomeétrica. Entao:

Z, [ pycis _[3-.:.'

2

O quociente de niimeros complexos € um nimero complexo tal que:
= 0 modulo é o quociente dos modulos;
¢ o argumento € a diferenca dos argumentos.

EXJ O inverso de um niimero complexo

O inverso de um nimero complexo z, ndo nulo, ¢ o complexo:

1 1ewQ 1 . o il
Z- piha =5 Cis (G—u)—ﬁas (—ot)
Z—pc:tst e

Potenciagao
A potencia¢do de um nimero complexo z € o complexo:
A formula chama-se a formula de Moivre.

Radiciacao

A radiciagdo de um numero complexo z, com z > 0, € o complexo:
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Exercicios resolvidos

I. Representa na forma trigonométrica os seguintes nimeros complexos:

Il z=2

1.2 z=-3i

I3 iz /A

4 z=2-+I12i
Resolucao:

I.I Neste caso |z| = 2, ou seja p =2 e a = 0 porque o afixo situa-se no eixo real positivo.
z=2cos0+isen0)ouz=2cis0.
[.2 Neste caso, |z| = 3 e como o afixo se situa sobre o semi-eixo imagindrio negativo, tem-se

™
que o = K por exemplo.

4 A forma trigonométrica é
ey SN 3 37

// \ z=3 cosT+isenT

i ll' “ Ou_33_qT
\ == CI52.

—> M

b Ll
1.3 Neste caso |z] = (-~ V3)* + |12 = 2. Como tg o = —, entio tg & = T; = —*\?.

al

Isto leva a crer que a imagem geométrica de z pertence ao 2° quadrante.
P

T V3 o 5w
tg“g:T,|Ogotgu=’rr—g=?.L0go,
z=2 coss—qT-+isen£1—T—ouz=2cisS—w

6 6 6"

Outro procedimento que se pode usar:
I L
Como |z| = 2, podemos escrever z = -3 +i=2 ST

Ja sabemos que:

V3
cosa=a cos o =~
sena=b sen o =5
il ] U St
O dunico angulo que verifica estas duas condicdes é a. = o pelo que
z =2 (cos g tisen— ).

216




Nimeros complexos

 Exercicios resolvidos |

ViI2 23
4 Neste caso |z| = 4. Como tg ax = e —~2—\/_ = -3, x € IV quadrante.
No |.° quadrante No 4.° quadrante
5
th=\/§ .1(=2’1'.'—E=—Tr
3 LS
L =4 - * 5_7:)
0go, z = 4 |cos 3~ *+isen 3
il
ouz =4cis 3~

Outro procedimento que se pode usar:
Como |z| = 4, podemos escrever

Z=4l—@i)©z: l-ﬁi)
Z it 22
Isto é:
L VB
COSCl——'"Z_ 517
oL
sen o =5
z=4coss—ﬂ+isen5—w]
3 !

2. Representa na forma algébrica os complexos seguintes:

7 bl
23 z3=ﬁcisTw 24 24=\/§cis(“;-]

9m

2L = =3 cls (%T) 2.21z= 3 cls 2

Resolucdo:

21 2= 3 cos | = 3|cos [T #isen ()]

6
I ko
e
e
Ein T
91 9 2 2
2.2 zz=3cos§+jsen%]=3(§+§i)
3V BT
i T
7 7 2 2
2.3 Z=ﬁ COS_T[+f'sen-]I =ﬁ(“£“£f
3 4 4 2
zaz-l—i
| 3
24 z, = 3 |cos _g)-l-isen(_%]]:ﬁ(i_ﬁj)
LB
=5 ~3
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Exercicios resolvidos

z T S5

. gl ! Bl el
3. Representa na forma trigonometrica o complexo 7 sabendo que z, =2 cis ez, = Sicisima:
2 SRS 6

Resolucio:
2 'sE
f"i= cis 3
Z i 5w
cis —
B §£)
=gds|3 7
21 ( 311)
=§C|s ——6—

L2 (35)
—SCIS —2

4, Calcula:
L
4 I cis 3
y 27

4ci5?

42 -2 CIfsrr T
cis —

2

s
—cis
6

43 350

Resolucio:
b T

Big
st
. 4 i "21
cis 3

I

=5CIS

e

42 =) d§rr T
cis -2—
=_2cis (17 — E)
2

l
!
|

2 il

T 211‘)

L=
——'CI52




Nimeros complexos

 Exercicios resolvidos

|ty
CI5i
Al
2 cis (0)
[ e
sl
LA
=—cisy i
e A |
5. Calcula x e y tais que (2x = 3i)(l + 2i) = T :’
Resolucao: ) !
I —2yi)(l +
2 1 ety 1200 20
[+ 2y + (1 = 2p)i
2+ 6+ @Ax—3)i= y2( )
4+ 12+ Bx—6)i=1+2y+ (I —2p)i
4x+ 12=1- 4x + 2y =11
- b=
8x—-6=1-2 8x+2y=7
L
e
29
> direT)
_ M It i
6. Escreve naformaa+b:aexpressaoz=T+m.

Resolucio:

Il e O sl O o5 R
T2l T 2
Ll —i) i 2=+ +i 3
I 2 il 2 [}l

i

Z—E*EI

219



Unidade 8

Exercicios propostos

|. Determina x real de tal modo que:

.1 + 2i seja um numero imaginario puro;

—+
2 3x
.2 — (5x— 3)i seja um numero real;

[.3  (4x + 12) + (2x*> — 18)i seja um numero imaginario puro.

2. Efectua as operagdes indicadas:
201 (-3+2)+(2-4)+ (1 +i)

22 (2-3)—@-i)+ (I +2i)
23 (I +2i) (2 + 3i)

24 (3420 i =55

25 (6+3i) (I — 1/3i)

26 (1 =3i) (I = 3i)

27 (V2-iv2)

2.8 (1+iv3)(1-iV/3)

29 (1+i) (1~ i)

510 3+;‘_ i—3

! | =2i | +2i

3. Calcula o médulo dos seguintes niumeros:

R R RRRRRBRRRRREXBBBEEEDEDES

| 3.0 34
32 -l +i
33 4
34 5
1 35 542

3.6 V6-iV3

4. Resolve as seguintes equagdes, em C:
| 41 (x+2) (x—2i)=0
42 x*+4=0
1 43 x*+9=0
| 44 x* +2x+4=0
45 x*—-10x+40=0
| 46 4 —4x+5=0

5. Considera os nimeros complexos z, = =2 +2iez, = | +i.
5.1 Representa z e z, na forma geométrica.

52 Escreve z, e z, na forma trigonométrica.

6. Divide o nimero 10 em duas partes, de modo que o seu produto seja 40.
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Nimeros .:ompiexas

~ Exercicios propostos

7. Sendo z, =3=4igz= 2 + 7i, caleula:

7.1 B
72 &

Z?_
7.3 Z T

8. Dada f: C — C, definida por f(z) = ZZ_ZE, calcula f(2 +1).

3 T } ;
9. Mostra que 4 + 4 [euma solucdo da equagdo 2 -z —3z +2 = 0.
0. Dadaem Caequagio, 2’ —(l —i)z*+z— | +i=0:
10.1 Mostra que —i é raiz da equacio.
0.2 Determina na forma algébrica, as outras raizes.

Il. Escreve na forma algébrica:

[.1 =2 ci [i )
1oz=2ds|gm
L2 z=25|s{;)
113 z=2cis|=
3 r=ra(d
114 z=3ms(§)

I2. Representa na forma trigonométrica:

2.1 z=5i
122 z=V3 +3i
123 z=8
124 z=-V2+2i
13. Dados os numeros complexos z, = | + V3 e 2, ==

[3.1 Escreve, na forma algébrica, B & B

z
. . 1

[3.2 Escreve, na forma algébrica 7.
1

ki
I4. Dado o nimero complexo z = cis {5 :
4.1 Representa-o na forma algébrica;
4.2 Calcula o modulo e o argumento de (z + 1);

4.3 Representa na forma trigonemeétrica (z + [)°.

221



 Unidade 8

15.

21.

Exercicios propostos

Representa no plano de Argand os nimeros complexos:
5.1 z=2+2i

5.2 z=3j
153 z=1-2i
154 z=5-4i

.Sendo z, =3 - 5i,z, = | + 2i e z, =, efectua as operagdes indicadas e escreve o resultado na

forma a + bi:
S
6 z *z,

162 z tz,—z2,

I
16.3 —
%
164 2
Z?.
z
2
16.5 z g,
ZrZ
. Seja f{z) = Sy determina f (2 + ).

[t
. Reduz z para forma a + bi: z = il =

3
. Mostra que - + g i é solugdo da equagdo 2z + -5z + 2 = 0.

4

. Calcula na forma algébrica:

20.1 (3 —4i) + (<2 + 7i)

202 (2 +4i) + (~1) + 3i

203 (2-3)— (@4 +i)+ (-5-i)
204 (I—i)—(@2+i)

205 (1 +2i) - (2 - 3i)

Calcula na forma algébrica:

21.1 (3iy?

212 @R+ EE 2

21.3 (3 + 4iy

2+3i
¥

2-i 5
P T

(I = 3i)?
2k ]

214
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 Exercicios propostos

22. Resolve, em C, as equacdes:
22,1 iz-1)—-1=0

23.

24,

22.2

223
224
225
22.6

22+ 1=0

3+4i=z-z+ 2z
22+ 3zi-2=0
72+ 5zi—4=0
zZ2—-z+1=0

227 222+42z+1=0

Sabendo que se n = 4p + 1, calcula:
230 7

232 7

23.3 ¥

234 %

23.5 i®

23.6 i

Calcula:
93

24.1 =

4nt | =
%3 55— ondene N

7

I
Lo

242 -
i—1 i

4
44 Y= e E P,
K=1

7 17
i3 ik
245 3 i 24.6 ’23:
25. Calcula o modulo dos seguintes niimeros complexos:
25.1 —4i 252 6 +8i 253 -3 +4i
254 V5 +2i 255 V2 +V2i
26, Resolve, em C, as equagdes:

27. Considera o polinémio P(z) = z* — 16.
27.1

261 2+i=(3-4i)z

262 (I —i)z+3+4i=5-2i
263 (I —-)2:Z=3-2i

264 z22=10z-74

Factoriza-o num produto de quatro factores.

272  Resolve a equagido z*— 16 = 0.
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Solucoes

Unidade | 6.4 y
0 N 1.2V 1.3V 4t
I F 1.5 F

21 -8 22 9-5 2.3 10=8 24 9-5

4.1 1 42 8 43 4 44 5
51 4 52 50 53 134 54 |,7875
6.1
= 0 | 2 X
7.1 YL
X
I~
6.2 | v
| I
! 27 : +
| ; I 0 I X
i :
-l 1o X 7 {7 y
§
/
6.3 YL \\4-
4 3
2 I
i
2 " 2 x d
: I
X
12,
|2
13.




Solucées

7 9
%3 ¥ 141 —l<x<5 14.2 _ZSXSZ
2
14.3 x<-—§\/x>0 44 xc R
145 x<-1v2<x<3vx<éb
46 -l <x<-2v2<x<3
147 xe @
5] x<2v-l<x<|lvVx>2
I
Fop] —|SXS—EV55XS|
* 153 -5 <x<-3V3<x<h
154 xe @
= Y 16, x<-2vx=>2
ST 162 —2<x<2
47 163 0<x< 1
’ 701 x<-2vx>2
2 172 xeR
. : : 18.1 2 182 @
] L. * 18.3 —I, 3, +V7 184 0, 100
3
85 186 —-3,<
8. D:xeRR,CD:ye<]0, +o[ I ! 3'2
” Unidade 2
| I
Il 32 .Z. 28 1.3 10506 1.4 2000
379 419
1.5 19 1.6 'EI—
|
= PR y 21— 22 n-1 23 p
n—| n
24 n+2 5 nm+n+ |
9.1 x e R:{l, & £}
92 x<-loul<x<I 31 n=9 32 n=11 33 n=4 34 n=¢
35 n=2 36 @
0. Para-5<x<-3v-l<x<| f decresce
Para—3 < x < -1V | < x < 3, fcresce 41 r=2 42 n=8 43 p=20
f=0¥xcR 5. {2,3)
f[=0sex=-3vx=|
6. n=10
[T {4, 14} 1.2 {~6,2}
| 5 . CG«C=30
1.3 {4, 0} 1.4 {E’E}
Bl CY'=45 82 c? =10
-3 1 { 5 7} o _ 55
= = o te %1 =120 9.2, G~ S50
12.1 {2, 4} 12.2 24 5 2 i
7 10. 120
123 {—-9—,%} 12.4 {0,%}
Il. 45

3.0 {2} 132 xe® 133 xew
134 {11} 135 x€ @ 136 {-4)




Solucdes

g Lt gy T EH L

n+4 n+2
o e i 20

n (n+ 1)

131 n=9 132 n=11133 n=6 134 n=8
135 n=6 136 n=8
14. 60
5. 13
16. 375375
7. 1680
181 120 182 12
190 96 192 140
20 24 202 9
211 27405 21.2 8550 213 11 160
221 300 222 I56 223 126
23.1 11760 232 20616 23.3 29016
241 210 242 140 243 70

25.1 x8+ 6xt+ 52 +20x 2 + 6 + x°®

25.2 xXVx —5x2xy ' + IOXM—iﬂxy ‘\/; + SyZ\/_— }’2\6;

e N
T 7%
27.1 & 272 x=-l
2 3 . K= =
5
28] Ty=ex 282 64
c®.c®
29. P= 1(:7535' = 0,45
30. P(A)=0
5
3. 3
32. N=G=p=id
33.1 0,000004 332 0,3
Unidade 3
I.I feéinjectiva.

I.2 fé sobrejectiva mas ndo injectiva.
1.3 féinjectiva.
I.4 fnio éinjectiva.

2.1 rA

2.2 v
3 -
|
|
: =
| X
23 yd\
2
0 X
24 A

=Y

3
31 B 3:2 ) 33 0 34

| L




I

12.1

14.1
14.5
14.9
14.13

15.1

Crescente
Crescente
Crescente
_T':'_:{;_
——
X
;Vk
W,
3'/
A
t + )_c—
T=70° 12.2 T=22°12:3 T=320°%
50 000 mosquitos
|
3 142 —4 43 e 14.4 i
4 2 3
3 146 4 147 —4 4.8 3
{=1,2} 14.10 {l, =5} 14.11 {-2, 3} 1412 3
3 14.14 | 14.15 |
8
7 152 3 153 0,6 154 4
3 15.6 L 15.7 [5-3] 15.8 13
6 3 ; > i

6 15.10 {0,01; 0,001}

16.1

17.1
18.

19.1

20.1
20.3

21.1
21.2

22.

23.1
23.3

24.|
24.3
24.5

24.6

25.2

25.3

Solucdes

L o 163 2 0 e pseris
g 2 gra d3ra 4mra
90° 172 120° 17.367° 30" 174 150°
x= g + 2kt ou
5m e
5 3 -
Jec 19.2 V_——Z 19.3 3 + cos x
2 2
5+v2
—a 202 y=4
fndo tem zeros 204 f(x + %) =3 —sen (2x)
y € [-3; 1]
¥
e O + +
<l 1 Iz
_q_\ _____ el S —— 2
//\
—arT
ko
e R =
3= > + |2,k\_ 7z
I
D x € R\{2} 23.2 f(0)=—=
x=2ey=0 234 ¢(2,5)
x & R\{2} 242 x=90
y=0 244 x=2ey=|
v \
| | e Sy
T |
!2 >
f é injectiva
Dixe R{~I} x=-I; y=2
C(=1, 2% x=0 floy=0
o xe rf-2f x2 !
.r';T"“_Z‘X_Z‘ F=ip
DixeR3y x=3; y =4
I I
C(3.4); x=-2 f(0) el

e

]

15.11 {%;4} I5.12

227



Solucdes

26.]

27.1

28.1

29:1
292

293

294

30.1

30.2

3.1
32.1

228

3
fog=senix 26.2 2
TR
o 5 Tm 1w w5
TR 22"

L
X = 6 ’1T,6".IT '17,21'1' T T =

senx—cosx = |

(senx —cosx)*= |2

sen’x + cos’x—2 sen x cos x = |

| —sen (2x) = |

sen (2x) =0

sen (2x) =sen 0V sen (2x) =sen
2x =0+ 2k WV 2x =9+ 2kw

x =k '\/x=;+kﬂ;kez
i 5
x=2k'rr+i\/x=2k17—g7r;kez

Sar
x=2%m + =V x=2kn+ o k € Z
[ 6
a) CD:y e [-1; 3]
b) CD:y € [-2; 0]
) CD:ye [-1; 1]

a) i
5 ™\
/ L9 .,-"f iy
lll \ / \
% /
-2 —n\_\/__f o ‘\_E"' /‘Zn X
b) YA
NN
%, \h/// \_, /,'/
C
) y
- 1 N /
! 5 4 B T\'\\/ -3 A
0 3.2 I 3.3 -l 314 —4
20x — | 322 20x-5 32.3 25x

33.
34,
35,
36.
37.
38.
39.1
40.1

40.2
40.3

404

41.1

41.2

41.3

41.4

g =2

flx) =3x— 1|

fogépar

g © f é decrescente

D{gﬂﬂ: x 233 D(f.__\g]: x> 4
a=0

-2 392 -l 393 23 394 4v2-5

f ndo € injectiva, por isso ndo admite funcio
inversa. '




42.1 [mpar 422 Par
42.3 Nio é par e ndo é impar
42.4 Par
Unidade 4
B 1,390
347 p+t2
12 258 53

i3 %300 | 0N

2. 0,9 étermo da sucessio:n =7 £ [
1,25 ndo é termo da sucessdo: n = -7 ¢ R

3 u

n

! é monotona crescente

n+
2 n
3.2 (5) €& monodtona decrescente

£
3.3 U =6+ (=I)"ndo € mondtona
n+3
A

34 é mondtona decrescente

" p+

35 A =6- P & mondtona crescente

2n+3 !

3.6 = é mondtona decrescente
" 4n— |
|

4. A=+ - converge para |
4.2 B, =5"nnio converge

=1y 1
43 A= ( L nio converge

4.4 Naio converge
5
5.1 Ur=—I;U2=~3*;U3=I
5.2 Nio € monoétona porque U, < U,e U, > U,

6.1 8, 16,24,32, ... 8n, ..

68 LT e A s
63 2,222, .3 Clp, ..
64 4,6,8,10,12,..,2n+2, ..

71V EZ °F I3 E

74V 75 V 76 F

8.1. 1,2,8,.. 8.2 30;30;30; ...
[

83 1,-1,-3, ... B4 b3

B R U

yj g 2320 g T

Y34 T on—|

9.2 1,02 ndo é termo da sucessio dada.
1,01 é termo da sucessdo dada.
Tl e
U FYEr gl
10.2. 9,9 é o décimo termo da sucessio (n = 10).
0.3 6 ndo é termo da sucessio.

1.1
1.3

1.5
12.1
12.2
12.4

14
k5
15.3

17.
18.

19.1
19.3

20.1
203

21
22,
23
24.
25.
26.1

27.1
272
273

274

28.1
28.2
28.3

29.1
29.3

30.1
31

A =—n? 1.2
n

e
|
(3]
1
|
W

A =3 114 A
A‘(L" 1.6 A‘L
» 110 T
A =2n+20uA =12n
A=2n+1 123 A =3n
e ']"
A.=D 12.5 An—(3
n+ | I I

é uma PA de razéod=§An_l=Aﬂ=—

B, —B =2n,logo, B nio &

-2:0;2: 4,6
3 |
-2 3 =|; - 0 154 =2;-2;-2;-2;-2

E uma progressio aritmética.

152 -2;-5;-8;—11;-14

d=3

Y =-F~dn

500 € U,

U =10n-7 192 U, =5n-25
u=10-3 194 U =3n-7
5, =2 400 202 5, =120
5, =70.2 204 S, =427

A sucessdo tem 86 termos (n = 86)

S, =87

Existem 3300 nimeros.

§,= 12

S, =45

x=80 262 x=25

—3; —6; —12; —24; —24; -48
—5; 10; —20; 40; -80
L=k =15t

3
ﬁ; 3;3v2;6,6V2

A =5'""é progressio de razdo r = 9.
[y+3 |
A= (E) é progressio de razio r = >

A = (=1)>"* é progressio de razéo r = |.

A/=332" 283 A =642

A=23 194 A =DPd=lgg A ==g{-4qpr
Uj==23 302 U =52

64 colegas 31.2 t= 7 minutos

229




Solucdes

Unidade 5 5.1
.l +oe iz 0 L3¢ 72
14 2 5 2 L6 |
|
2. +oo 22 0 2:3 4
34 ] a5
o 3d? SR
| |
3.1 4 [ 3.2 i 33 ;4 3.4 Ti
35 -5 36 12 37 5 38 3 152 x e R\{1,2) 153 x=1vx=2
19 % 310 _% lel 0 162 0 163 | 164 3
|
5 | 165 = 6.6 —6 6.7 3d 16.8 +oo
4.1 3 4.2 5 43 —sena 44 cosh 8
I I 169 -10 16.10 O
45 46 = 47 = 48 | '
3 V2 izl 3 172 | 73 ~Z (4 5
4 o 6 ) ay B 175 2cosallé ~ 177 2 178 tga
2 =g Hlogp = 2 ) e ' '
| 2 | |
— == &g = 182 0 18.3 3 184 +
425 43— ) 3
o | 8 2V2
Sl w3 | 85 — 186 o 1a7 22
52 0O<x<3vx>dex#| 3a 9 3
53 %2 -3VaE3 19.1 +0 192 0 193 18 194 2
o g5 2 9.6 |1
54 x> —3
20.1 € continua
5.5 x#2m+4nm 20.2 nio é continua em x = V7
6.1 | 6.2 e 6.3 2 20.3 & continua
| 2 204 é continua
64 ) 65 0 20.5 nao é continua em x = |
20.6 ndo é continua em x = 2
71 2 72-0 30 74 —o<
| LI k==] 212 k=35 2.3 k=< vk =3
7.5 —eo 7.6 5
I 22. Como fé uma fun¢io racional, f é continua em
8. % 82 5 83 0 84 +a5 todo o dominio, ou seja em RE\{+2}.
V2 23, fé continua para x € [\{2,3}; 2 e 3 sdo pontos de
B85 g 8.6 B 87 0 descontinuidade.
9| _% 92 k= 4_7| 24. A funcdo é continua em todos os pontos: x € .
25.1 yA
10. =—6bouk=1|
[l. fnio é continua no ponto x = | & :,
| 4 Y "
2.1 +V2 122 = _ !
2 )| R c
13. k=-3ouk=2 ] AW
141 x € RI6) N
142 lim f(x) = lim f(x) =2 25.2 fé continua em todos os pontos do intervalo
"'_" "__“" _ 0 < x <2 12 excepto no ponto 4 e 10, onde
143 lim f(x) # lim f(x) e f(5) = lim_f(x) apresenta saltos.

144 x=6,x=5




Solucdes

26.1 Iin? flx) = +o0, f & descontinua em x = |. 33 v A
Iin"lu gl{x) = +oc, g é descontinua em x = |.
2sex=1
262 frg=1 lim (F+g) = (f+2)() £, o

| +xsex£ |

27, a=0;b=2

28. k=5
29.
30.

4.1 Nzo existe derivada em x = a e x = b por serem
pontos angulosos. f(c) = 0 porque ai fungio é
constante.

4.2 Nos pontos p e g a derivada é nula por serem de
sinais contrdrios as derivadas laterais (p e g sio

extremos).
51 f(x)=12x*—10x 52 f(x)=10(2x+ )
=l

53 P9 =4~ 2+ VI 54 ()=

XZ
Para x = 0, f é continua 24 direita de x = 0. _ E _—5x*-5
Para x = I, f ndo é continua. o M= x* 58 F= (x2—1)?
Para x = 2, f é continua & esquerda de 2. P _ =15(2x + 3)?
Para x = 4, f é continua. ol i s ' 2V/x 8 = (x—1)*
I3 2x + 6
3. k= 59 fix)=—3 510 f(x) =3(x— I
2
501 ) =62x=17 512 f(x)= 3—-\/";—
- - (x*—2)?
U”'dadze 6 i : 5.13 F(x) = 5x*— 40+ 32— 2
= = 2 e = -2
I.I 9 |.2 8 |.3 4 |l4 I6 6'! y’_! - 6 6.2 y’}= (X + [)]
2.1 —4e4 22 2e?2 23 2e2 24 -le0 i y”=6x—4 6.4 .yu:2X+5
I
3 74 65 y7=3-3 66 y=150
6.7 e 68 y'=12x-2
. _y—(x_:‘,‘)3 8 y"=12x—2x
— Y : o 10x i
= 69 vy == 6.10 y”=180(3x + Iy
|
-1 ” -
6.11 y e
%) A 7.1y’ =3 cos (3x) 7.2 y'=-2sen (2x)
7.3 y’ =6 sen (3x) ' cos (3x) .
-3
?_I 74 y = m 75 y'=8cos (2x-15)
+ : > T -
=0 : s — e
il * 76 y cos (4 F Zx) V47 e cosz%
7.8 y'=-2xsen x* 79 y'=5cosx—3senx
-2
ki W0y =—""——"— 7Il y'=2 sent

sen X —cos X

¥

e T |
il i HEH
i il

i

Hit
1t

T ———w
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Solucdes

8.1 y'=5"In5 8.2 y=(§)-ln§
2)‘“’ 2
= 3 LY Ix -~ | [ . —
83 y=3-In2-2 84 vy (3 In3
8.5 y:=(2X+8)_ex-‘+Bx+?
b= eﬁ ) = N |
86 vy x B7 y=3rIn2=2
: I ’—i
8.8 y B e | 8.9 ¥ g
YT eon m3 % Y T Bx+5) n3
T T N
YT 1) -In3
9.1 y=3x-4 9.2 y'=—)§+l
L ?— =" i
9.3 y=1 54 FE—X 5
9.5 y=-4x 96 y=x
97 y=2x+ 1l -7 9.8 y =8x
99 y=x-1|
0. y=-3x-1
I el
m—2— 3
12 {C)§
3. (A)f(a):f’(a) < 0 porquef(a) <0ef’a) =0
3
14. (B}_E

[5.  (C) -2 porque a recta é decrescente.

6. (B)

10 |
17. I=?h=3h+§h=3h20m.
| —x?
18.1 fix)= (1 +x2)?

18.2 x=#I

183 x<<—1 Vx> |fdecresce; -l < x < | fcresce;

min (=1; —%); max (I; %)

191 y'=3-4x 192 y'=4¢-2x
193 y=3d-dx+1 194 y="3
e |
9.5 y'= 30 19.6 y' = +25x—5x
X ,_ -0
19.7 y —m 198 y =?
, -6 , an
199 vy :W 19.10 y :W
-2 2
19.11 y’=£— 1912 y'=
2x? Vix -3
9.3 y= ol
R A ee—ax+ 3y
-1
B = T

19.15 y' =

17
T (2x + 5)?
x— 10

19.16 y’=T\/_—5)g
2

. X

20.1

20.2

21.
221
22.2
223

23.1

7232

23.3

734

235

24.1

24.2
243
24.4
245
24.6

25.

- .
Y -
,zcy+X\Zx1Ty2
4 cx—yyxtty?
)=~

I
r0) =5
f(l)y=-3

I

D=1

para x < 2 f cresce
para x > 2 f decresce
max (2,2)

para x < —=| ¥ x = 3 f cresce
para —| < x <3 f decresce
min (3, —17)

max (-1, 15)

para x < -2 f cresce
para x = —2 f decresce
Nio tem mdx nem min. 26

parax <—3 vV x > 3 fcresce
para—3 < x < 3 fdecresce
min (3, 147/5); max (=3; 177/5)

para x < ) f decresce

I
para x >_i fcresce

min —% ; ed%

AV:ix=0; AH: y=-4
AVix=3;AH:y=2
AV: x = ndo tem; AH: y =0

AV:x=3; AH: y = |

AV: x = ndo tem; AH: y = ndo tem

AV: x = 0; AH: y = ndo tem 26.4
yll




Solucdes

3V3 -3V3
26.1 zerosix=zxl;x=3 26.5 min ﬁ;T);méX “ﬁ;_.\i_.)
min (0, —1); max (2, 4) i '
v I f
41 | 4
\ T T\ i
- —\_/i L | f . g
¥ 27. A
RUNUTRE T - I |
26. ZErOSIX = =5 X T 5 X T X =
min (0, —I); méax (2, 4)
4 3 .
4 I \
=
-1 + / >
= |
281 |x |x<=2] 2 |2<x<0 x>0
f! T i 2
: n
| ¥ ) f / 4 \ /
26.3 zeros:x=—§;x=§ zeros: x—-3; x = -l x = |
3 max (-2, 4); min (0, —I)
max (I, 5); f(0) = 7 :
28.2 X x<=l] =l x>-l
! : f - +
: ! f AV
! ! / /"/
; ' zeros:x =—-2;x=0
: assimptota obliqua: y = x + |
| assimptota vertical: x = —|
g S 2,
},Jk .
3r / '[\
5.4 assimptotas horizontais:  y4 ; {[ 2 ’
y=—l{x = -x) ; : ;
p=lx—+o0) : - ’
1 ’h_ s I_ |

__i__.___

J

T
|
II

L,

233




234

Solucdes

30. v .

311 x=0 312 y=0 31.3 x#l
314 AV:x=-lex=-1;AH:y=0
31.5 f < 0, fé sempre decrescente; f ndo tem

extremo.

316 ik

e

1
1
1
1
i
i
¥
i
1
1
¥
i
I
i
1
1
]
]
]

¥

—

32| Zerosiy=0sex=-2Vx=1;

L

I
ordenada na origem: f(0) = 3

322 AVix=3;AH:y = |
32.3 f(x) =2 0. Logo, f decresce.

324 Y
I k
) 3 %

4
(o]
s —

g

3 3
33.1 Dr" x €R; zeros: —7, 0 e 7; ordenada na origem:

2 2
f0)=0
[3v2 BI)
33.2 min & ¢ 6aF
3v2
f decresce se x > — V0= x> T\X_:
NN
el T R a1
3V2 3v2
fecrescesex >——— =x =0V x> —
4 4
max (0,0)

333

&5

34.1
34.2
34.3

344

345

35.1

35.2
353

354

355

Ve Vé o .

Se x < — 4 Vo g f & cobncavo para cima.
Vé Vé L. )

Se —3 X< f & concavo para baixo.
o e | VB 45| [VE 45
ontos de inflexdo: |——= —z7 ] e |7~ — 22

VA

.
_g\/_lx

v

Y€ [—ﬂ +oof

64" -
Zero: x = 0. Ordenada na origem: f{(0) = 0
D:xeR
f ndo tem assimptotas verticais. y = 0 é uma
assimptota horizontal,

x <<=l W x> | fcresce. | <2 x < | fdecresce.
3

_|;—

5 )

. max

min(l,———

2

P

ey

Dix € B\{£2}. Zeros:y = 0 se x = £I.

I
Ordenada na origem: f(0) = ~
AH:y ==L AV:x=-2ex=12.

Para x <2 0 f decresce. Para x > 0 f cresce.

..
O ponto (0, —— | € minimo relativo.
Para x <~ =2 % x = 2 f é cbncavo para baixo. Para
—2 < x < 2 f é cbncavo para cima. f ndo tem

pontos de inflexdo.
Vi




35.6 fé par porque o grafico é simétrico em relacio

ao eixo das ordenadas.

357 y&l-oo,-I[U [—‘4 , too[
3. (D)
37. D
38. 55360 Mt
39. 10e |0
40. 5eb5
4| i )
© 4%
421 h=5m 422 t=1s
43 2e8
44, 4e8
. A
45. ) /=
46, r=h=10—
™
47, x=3
48. c=1=v2
45 I=12dm=120m;c=18dm=180m
50, a=5V2;b=5V2
51, ¢=1=40m
Unidade 7
4
Ll Ewmxvmre
3 32
1.2 4ﬁ+§x2\/?+c
X X 2
LR IR +
13 5 3xv} ¢
5 2
|.4 Exy3—2x1y-—3y+c
x3
1.5 §+3x1+9x+c
|6 .{(‘j+0_1+
6 7 251 c
x_3+3x/F+
1.7 3 ) o
5
18 3In|3x=7|+c
* |3 12 arctg ,n—l2 G
13

|
1 + Zo +
||Oﬁ |n|X VX 4| {5

2.3
25

31

32

3.3
34
3D
36
37

3.8

3.9

4

4.2

4.3

44

4.5
4.6
4.7

4.8

49

4.10

4.11

4:12

5.1

5.2

5.3

54

5.5

Solucdes

flx) = ’; te 22 fin) = "; te
flx) =x*+c¢ 24 fix) =x£+ c
fl) = x 2.6 f(x) =senx

5
flx) = Ex’ +2x*+3x +c

X%
) =7 +3-x+c
fx) = e+ c

fi(x) =cosx+c
fix)=1In(x) +c
flx) = tgx + ¢
f(x) =cotgx +c

5)(
fx) =13

fx) = 'O:_Sm 10

|
-3 cos 2x + ¢

I
3(In X te

I
— +
58 Sx+c¢

|
SIn|3x+ 1| +c

3
l

—4Jn|cos4x|+c

sen (x +9) +¢

-
—ccos*x+c
5

VS +c

2
VRO 4

|
=
2 cos’ x
arccos® x
3

+c

Ein[x1+4|+c

3 rrl
zarctg 2 | &

\/WI X !+
2 My+2| ¢

2 6x — |

4
Vil arcis VI €
2x—7

5I 2 7+I+£ —=+
2n|x—x | e gt

3
iln|x1—4x+5!+4arctgx-—2+c

235
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Solucdes

x
5.6 In|x*+3x+4|+c

57 x+3In|x*-6x+ 10| +c

& v2 4x —3
8 m—arcsen —

59 3vx*—-4x+5+¢c

+c

-X |
6. —cosbx+—senbx+c

5 25

6.2 xlnx—x+c

6.3 wet—ettc

64 (x+I)senx+cosx+c
XI

|
ziil .
6.5 2!n3x 4)( + g

%

6.6 %(sen 2x + 4 cos 2x) *+ ¢

2 2
67 —xVx|Inx—=|+c
3 3
BB e S e SR
8 x*sen 3x + 5 x cos 3x— o7 sen 3x + ¢
|
6.9 xarcsenx+§ | —x?

610 (—x—1)e +c

611 (x+1)e*+c

| 2 2
— yladn a3 a3k
6.I23xe 9xe 8ie c

613 (—2x+5) e —2x— ) e+ 2 e+ ¢

| 3 3 3
ST ek Sy [ Y SN b SR S
6.142xe 4xe +4xe ae C

|

6,|5ﬁlnx+i i
T V| R | g |5

dol=g n [+ 34| sn| 53l *¢c

|
7.2 5In|x1+4x—ll|+c
5 7 6x + | —v/85
_ e ek +
7.3 6In[? x—3x2| ZVﬁln ex+1+ves| ¢
x+4—/17
= 2 — | — o (S il
74 1=vx*+ 8x 41n A V1T +ig
Unidade 8

1.1 = I- 1.2 _3 =3 =-3

T X“—6 . X—S ¥ e
2.1 =3i 2ads 0
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